
《计算机图形学基础》

第九讲 射影几何＋纹理映射第九讲 射影几何＋纹理映射
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射影几何射影几何

（Projective Geometry）
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仿射变换（ ）仿射变换（affine transformation）
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可由三对对应点计算得出
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变换的数学建模变换的数学建模

由一般到特殊

射影几何学

研究图形在射影变换下不变的性质的研究图形在射影变换下不变的性质的

几何学几何学

法国建筑工程师Desargues法国建筑工程师Desargues

《用透视表示对象的一般方法》用透视表示对象的 般方法
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中心投影（透视）中心投影（透视）
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理想点（无穷远点）理想点（无穷远点）
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欧氏直线补充了理想点后，称为射影直线
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平面到平面的中心投影（透视）平面到平面的中心投影（透视）
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理想直线（无穷直线）理想直线（无穷直线）
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欧氏平面补充了理想点后，称为射影平面
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齐次坐标齐次坐标

直线：无穷远点

平面：无穷远线
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齐次坐标齐次坐标

直线：无穷远点

代表无穷远点   )0,1()0,( 11 xx =

不代表任何点

代 无穷 点

)00(
  

),(),( 11

不代表任何点  )0,0(
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齐次坐标齐次坐标

平面：无穷远线

)0,,( 21 xx 以(x1,x2)为方向参数的直线上无穷远点

)( 轴上的无穷 点)0,0,1( x轴上的无穷远点

)010( y轴上的无穷远点)0,1,0( y轴上的无穷远点

)0,0,0( 不代表任何点

)0,,1( k 斜率为k的直线上无穷远点
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齐次坐标齐次坐标

平面上的直线

0321 =++ uyuxu

齐次坐标表示

0332211 =++ xuxuxu
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齐次坐标齐次坐标

平面上的二次曲线

0222 332313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayaxyaxa

齐次坐标表示

0222 2
33332233113

2
2222112

2
111 =+++++ xaxxaxxaxaxxaxa

(x1,x2,x3) 的二次齐次式
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齐次坐标齐次坐标

平面上的两条直线平面上的两条直线
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齐次坐标齐次坐标

点几何

以点为基本元素，点有坐标，直线有方程。

直线看做点移动的轨迹。

0332211 =++ xuxuxu
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齐次坐标齐次坐标

线几何线几何

以直线为基本元素 直线有坐标 点有方以直线为基本元素，直线有坐标，点有方

程。点看做直线转动的包络。程。点看做直线转动的包络。

0=++ xuxuxu 0332211 =++ xuxuxu

两直线的交点两直线的交点：

vup
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×=⇒
⎭
⎬
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0
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vx ⎭
⎬= 0
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对偶原理 0=++ xuxuxu对偶原理

点几何

0332211 =++ xuxuxu

点几何

两点决定 直线1. 两点决定一直线；

2. 点a,b所决定的直线，其坐标为a×b；2. 点a,b所决定的直线，其坐标为a×b；

3. 三点共线的条件为

321 aaa
0

321

321 ==
ccc
bbbcba

321 ccc
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对偶原理 0=++ xuxuxu对偶原理

线几何

0332211 =++ xuxuxu

线几何

两直线决定 点1. 两直线决定一点；

2. 直线a,b所决定的点，其坐标为a×b；2. 直线a,b所决定的点，其坐标为a×b；

3. 三直线共点的条件为

321 aaa
0

321

321 ==
ccc
bbbcba

321 ccc
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平面射影几何对偶原理

关于平面上的元素（点与直线）的每个关于平面上的元素（点与直线）的每个

射影命题，都对应着另一个对偶命题，射影命题，都对应着另 个对偶命题，

第二命题由第一命题得来，即将每一元

素换为其对偶元素。如果两个命题之一

成立 那么另 命题也成立成立，那么另一命题也成立。
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一维射影几何学

对象：一维几何图形对象： 维几何图形

特征：用一个独立参数描述的几何图形

实例：点列和线束

基本不变量：交比

射影对应、对合对应
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两点A(a),B(b)连线上任一点M(x)的坐标两点 ( ), ( )连线上任 点 ( )的坐标

可用矢量a,b的线性组合来表示。

B(b)

M(x)
a

a×b

A(a)
M(x)

bλ a+λ b bλ1a+λ2b

a+λb
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共线三点的简比(ratio)( )

A, B, C三点共线，这三点的简比定义为：, , 点共线，这 点的简比定义为：

ACACABC)(
CBBC

ABC −==)(

B
C

A
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共线四点的交比(cross ratio)

B
C

D

A

B

)()( ABCBC
AC

BDACCDAB ⋅
)(

),(
ABD

BD
AD

BC
BCAD

CDAB ==
⋅

=

BD
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共线四点的交比(cross ratio)

B
C

D

A

B

)0)((   ,,,, 212121 ≠−++ λλλλλλ bababa

λ

2

1),(
λ
λ

=CDAB
2
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调和分割

ADACCDAB −=⇒−= 1)(
BDBC

CDAB −=⇒−= 1),(

D

C
B

AA
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调和分割

几何反演几何反演

复变函数中的保圆变换

偏微分方程中球的Green函数
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线束的交比线束的交比

s

A
B

C
D

bλ

A
B

a bba 1λ+
ba 2λ+
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线束的交比线束的交比

sba =×+ )( λ sbsa
sba
×+×
=×+ 2 )(

λ
λ

sbsa
sba
×+×
=×+

1

1 )(
λ

λ sbsa ×+× 2λ

s
sb×

bλ

sa×

a bba 1λ+
ba 2λ+
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线束的交比线束的交比
1)( λ

=CDAB
2

),(
λ

CDAB

s

A
B

C
D

bλ

A
B

a bba 1λ+
ba 2λ+

厦门郑剑雄数学竞赛/培优
全国小学奥数群：221739457，初中奥数学生群:253736211（2号群：126047790），初中奥数教练群112464128，全国高中奥数学生群：591782992（2号群：835403229），高中奥数教练群195949359

资料下载公众号：新浪微博@郑剑雄  微信：v136257437   QQ：136257437

29
中考数学群：579251397，高考数学交流群：536036395，厦门数学教师交流群：259652195，厦门培训机构教师招聘群：186883776，大学数学资料群：702457289，物理竞赛群：271751860，化学竞赛

群：271751511，生物竞赛群：254139830，信息竞赛群：281798334，英语口语群：168570356，心算交流群：131033273



线束的交比线束的交比 1),(
λ
λ

=CDAB
2λ

t
s

A
B

C
D

bλ

A
B

a bba 1λ+
ba 2λ+
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一维射影对应 Λ一维射影对应

设有两点列 线束 动点 线束 坐

Λ

设有两点列（线束），动点（线束）坐

标坐标为 qpqp ′′+′+ μμ标坐标为

若对应点的参数 满足双一次方程

qpqp ++ μμ ,

μμ ′若对应点的参数 满足双 次方程μμ,

00′′
ba

db 0     ,0 ≠=+′++′
dc

dcba μμμμ

则称这两点列（线束）成射影对应
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b
0      ,0 ≠=+′++′

dc
ba

dcba μμμμ

db −−
=′

μμ
ca +μ

μ

若 ’是 的射影函数 ’’是 ’的射影函数若μ’是μ的射影函数，μ’’是μ’的射影函数，

则μ’’是μ的射影函数（传递性）。则μ 是μ的射影函数（传递性）。

若两个 维基本图形成射影对应 则对若两个一维基本图形成射影对应，则对

应四元素的交比相等。应四元素的交比相等。
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若两个一维基本图形成射影对应，则对若两个 维基本图形成射影对应，则对

应四元素的交比相等。

若两个 维基本图形对应四元素的交比若两个一维基本图形对应四元素的交比

相等，则必成射影对应。

若两个一维基本图形成射影对应的充要若两个一维基本图形成射影对应的充要

条件为：对应元素的交比相等。

交比是射影不变量！交比是射影不变量！
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射影对应 与透视Λ Λ射影对应 与透视Λ Λ

点列和线束成射影对应，并且对应线通

过对应点的特殊射影对应 称为透视对过对应点的特殊射影对应，称为透视对

应。

A B C D E

d
e

a b
c

d
e

( ) ( )LL ,,,,,, cbaCBA Λ
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如果两个点列和同一线束成透视对应，

则称两个点列成透视对应。几何特征为：

两个点列对应点的连线共点两个点列对应点的连线共点。

d
e

a’ b’ c’ d’ e’

a b
c

d

( ) ( )LL ,,,,,, cbacba ′′′Λ
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纹理映射纹理映射

（texture mapping）
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(0 0) (0 1)(0, 0) (0, 1)

(1 0) (1 1)(1, 0) (1, 1)

(0 0) (0 1)(0, 0) (0, 1)

(1, 0) (1, 1)
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可展曲面：可展曲面：

可展曲面是一个有度量的曲面，并且可以可展曲面是 个有度量的曲面，并且可以

无扭曲（即是无伸缩，剪切）地展开到一无 曲 即是无伸缩 剪切 展开到

个平面上。
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子午线投影（Central Meridian）

赤道附近尺度保持较好 两极变化很大赤道附近尺度保持较好，两极变化很大
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Albers Projection

面积尺度保持较好，但形状变化较大
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横向子午线投影横向子午线投影

（Transverse Meridian Projection）（Transverse Meridian Projection）
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space-oblique Mercator projection
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方位投影方位投影

（Azimuthal Projection）（Azimuthal Projection）

中心点出发的方向保持一致，但形状和尺度变化较大
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球面投影（立体投影）球面投影（立体投影）

（Stereographic Projection）（Stereographic Projection）

保角度，但不保面积和度量
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绝大部分曲面都不是可展曲面：绝大部分曲面都不是可展曲面：

对应到平面必然引起扭曲等变形一一对应到平面必然引起扭曲等变形
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实例分析实例分析

何几何

CylinderCylinder

Torus

Sphere

纹理纹理
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22_texture_mapping_sphere
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radius = 1.0;  length = 2.0;  slices = 32

y

Slices 
z

= 2Pi/theta
z

x

z

halfLength -halfLength
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