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一、 函数连续的概念 

定义1 设函数y =f (x)在点x0的某一邻域内有定义，当自

变量从x0变到x，则称 

为自变量x的增量，  
Dx=x－x0 

对应地，称 

1. 增量 

      设变量u从初值u1变到终值u2,则称u2－u1为变量

u的增量，记作 

Dy= f (x0 +Dx)－f (x0) 

为函数y =f (x)的增量.  
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那么就称函数y =f (x)在点x0处连续. 

精确表达为 

,0 ,0

当 D xxx 0
时, 有 

D yxfxf )()( 0

如果当自变量的增量趋于零时，对应的函数增量也

趋于零，即 

2. 函数在一点连续的定义 

定义2 设函数f (x)在点x0的某邻域内有定义 ,  



定义3 设函数y = f (x)在x0的某邻域内有定义 , 且 

则称函数 f (x)在x0点连续. 

(2)   极限 (3) 

可见,函数 f (x)在x0点连续. 连续必须具备下列条件: 

存在 ; 

(1) f (x)在点x0有定义 ,即f (x0）存在； 
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例68      讨论函数 y=sinx在点x=0处的连续性. 

解法一      因为 

xxy DDD sin0sin)0sin(
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所以函数 y=sinx在点x=0处是连续的. 

解法二      因为 

所以函数 y=sinx在点x=0处是连续的. 



例69      讨论函数 

解法一      因为 

,)(,0 2为无穷小量时且当 xx DD

,0lim
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D
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故

所以函数在点x=0处连续. 

解法二      因为 

所以函数在点x=0处连续. 
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在点x=0处的连续性. 
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例70      讨论函数 

解     因为 

所以函数在点x=0处连续. 

又因为 

xxf )( 在点x=0处的连续性. 

,0)0( f

由极限存在的充分必要条件，得 



由极限存在的充分必要条件，得 

定义4      如果 

由此，可得函数在某点处左连续和右连续的定义. 

成立的充分必要条件是 

则称函数f (x)在点x0处左连续； 

如果 

则称函数f (x)在点x0处右连续. 
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例71    讨论函数 

定理1   函数y =f (x)在点x0处连续的充分必要条件是：

函数f (x)在点x0处既是左连续又是右连续，即 
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因为解
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因此函数在x=0处不连续 . 



例72    已知函数 
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因为解
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且函数在x=0处连续 . 

由函数连续的充分必要条件，有 
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3. 函数在区间上连续的定义 

定义5 

即若 

或者 

若f (x)在某区间上每一点都连续 ,  则称函数在 

该区间上连续 ,  或称函数为该区间上的连续函数 . 

在闭区间[a, b]上的连续函数的集合记作C[a, b]. 

成立，称函数为该区间上的连续函数 . 



例73   证明函数 在 内连续 . 

证:  ),( x

xxxy sin)sin( DD

,1)cos(
2

为有界量由于 
D x

x

于是由无穷小的性质，可得 

这说明 在 内连续 . 

同样可证: 函数 在 内连续 . 
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应满足则常数且

内连续在设函数例

【分析】要确定所给函数中的未知参数的变化范围使之连续, 

只需要使分母无零点即可,然后再根据极限存在确定另一参数 

解   因f(x)连续, 故a +ebx≠0, 而ebx>0, 因此只要a≥0即可. 
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),(, 否则极限不存在必为无穷大时可知 bxeax 

此时需b<0,故(D)入选. 



左、右极限是∞， 

极限不存在． 

左、右极限存 

在 ， 但 不 相
等． 

函数在x0处 

无定义．极
限存在 

二、 函数的间断点 
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在 

在 

(1) 函数 

(2) 函数 不存在; 

(3) 函数 存在 , 但 
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 不连续 : 

设 在点 的某去心邻域内有定义 , 则下列情形 

这样的点 

之一函数  f (x) 在点 

虽有定义 , 但 

虽有定义 , 且 

称为间断点 .  

在 无定义 ; 



例75     函数 

即函数在点x=1处极限存在,但函数在该点没有定义. 
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在x=1处间断 . 
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例76   函数 在x=1处间断 . 
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例77  函数 在x=1处间断 . 

例78  函数 在x=1处间断 . 



间断点分类: 

第一类间断点: 

及 均存在 , 

若 称 
0x

若 称 
0x

第二类间断点: 

及 中至少一个不存在 , 

称 
0x

若其中有一个为振荡 , 称 0x

若其中有一个为 ,

为可去间断点 . 

为跳跃间断点 . 

为无穷间断点 . 

为振荡间断点 . 



2
x 为其无穷间断点 . 

0x 为其振荡间断点 . 

1x 为可去间断点 . xo
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显然 

1x 为其可去间断点 . 
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0x 为其跳跃间断点 . 



例80.    讨论函数 间断点的类型. 
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故 1x 为跳跃间断点.  

,1,0 处在 x .)( 连续xf
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的取值有关的连续性与在的连续点必是

的第二类间断点必是的第一类间断点必是

则内有定义在设例
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)(.1 的间断点类型讨论函数
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存在间断点存在间断点

存在间断点不存在间断点

其结论为的间断点讨论函数设

【分析】因函数以极限的形式给出,因此必须先求极限得到函数 

的表达式,具体应根据自变量x的不同变化范围求出n→∞的极限, 

确定f(x),然后再讨论 f(x)的连续性. 
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内容小结 

左连续 右连续 

第一类间断点 
可去间断点 

跳跃间断点 
左右极限都存在  

第二类间断点 
无穷间断点 

振荡间断点 

左右极限至少有一
个不存在 

在点 间断的类型 

在点 连续的等价形式 



思考与练习 

1. 讨论函数 

x = 2 是第二类无穷间断点 . 

间断点的类型. 

2. 设 时 

提示: 

为 

连续函数. 

答案:  x = 1 是第一类可去间断点 , 

 





（一）连续函数的运算法则  

（二）初等函数的连续性  

三、初等函数的连续性 
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定理3.  连续单调递增            函数的反函数 

在其定义域内连续 

（一）连续函数的运算法则 

定理2   在某点连续的有限个函数经有限次和 , 差 , 积 , 

( 利用极限的四则运算法则证明) 

商(分母不为 0) 运算, 结果仍是一个在该点连续的函数 . 

例如, 

例如, xy sin 在 上连续单调递增， 

其反函数 xy arcsin

(递减). (证明略) 

在 [－1 , 1] 上也连续单调递增. 

递增 

(递减) 也连续单调 



定理4.  连续函数的复合函数是连续的. 

在 上连续 单调 递增, 

其反函数 在 上也连续单调递增. 

证:  设函数 .)( 00 ux 

于是 
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又如,  

且 

即 



例如, 是由连续函数链 

*Rx

因此 在 
*Rx 上连续 . 复合而成 , 
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例82 . 设 

由定理2可知 ,此时 
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解: 

讨论复合函数 的连续性 . 
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故 x = 1为第一类间断点 . 
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,)]([1 为初等函数时 xfx 

在点 x = 1 不连续 ,  



例84.  求 

解: 原式 

习作1.  求 

解:  令 ,1 xat 则 ,)1(log tx a 

原式 
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说明:   当 时, 有 
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习作2    求 

解: 原式 
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必有间断点必有间断点

必有间断点必有间断点

则有间断点且

连续函数上有定义在和设习作
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x
xxxf 取解

则f (x), (x)满足题设条件 

由于 [f (x)]=1, [ (x)]2=1,f [ (x)]=1都是连续函数. 

故可排除(A),(B),(C),因而(D)入选. 



（二）初等函数的连续性 

基本初等函数在定义区间内连续 

连续函数经四则运算仍连续 

连续函数的复合函数连续 

一切初等函数
在定义区间内
连续 

例如, 

21 xy  的连续区间为 (端点为单侧连续) 

xy sinln 的连续区间为 



 内容小结 

基本初等函数在定义区间内连续 

连续函数的四则运算的结果连续 

连续函数的反函数连续 

连续函数的复合函数连续 

初等函数在
定义区间内
连续 

说明:   分段函数在分段点处是否连续需讨论其 

             左、右连续性. 



思考与练习 

续?  

反例 

 x 为有理数 

 x 为无理数 

处处间断, 处处连续 . 

反之是否成立? 

提示: “反之”  不成立 . 



（一）最值定理  

（二）介值定理  

四、闭区间上连续函数的性质  

 第一章  
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注意:  若函数在开区间上连续, 

结论不一定成立 . 

（一）最值定理 

定理6   在闭区间上连续的函数， 

即:  设 ,],[)( baCxf 
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y

a b

)(xfy 

1 2

则 ,],[, 21 ba  使 

)(min)( 1 xff
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

)(max)( 2 xff
bxa 



有最大值和最小值. 

或在闭区间内有间断  

在该区间上一定 

(证明略) 

点 , 



例如, 

无最大值和最小值  
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也无最大值和最小值  

又如,  
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定理7 

由定理 1 可知有 
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 )(min
],[

xfm
bax



证:  设 

上有界 . 

二、介值定理 

定理8 ( 零点定理 ) 

至少有一点 且 

使 

x

y

o
a

b

)(xfy 


( 证明略 ) 

在闭区间上连续的函数在该区间上有界.  



定理9. ( 介值定理 ) 设  ,],[)( baCxf  且 ,)( Aaf 

,,)( BABbf  则对 A 与 B 之间的任一数 C , 

一点 

证:  作辅助函数 

Cxfx  )()(

则 ,],[)( baCx  且 

)()( ba  ))(( CBCA 

故由零点定理知,  至少有一点 使 

即 

推论: 

A

b xo

y

a

)(xfy 

B
C



使 

至少有 

在闭区间上的连续函数 必取得介于最小值与最 

大值之间的任何值 . 



例1.  证明方程 

一个根 . 

证:  显然 又 

故据零点定理, 至少存在一点 使 即 

说明: 

,
2
1x ,0)(

8
1

2
1 f

内必有方程的根 ; )1,(
2
1

取 的中点 ,
4
3x ,0)(

4
3 f

内必有方程的根 ; ),(
4
3

2
1  可用此法求近似根. 

二分法 

4
3

2
1 x0 1









在区间 内至少有 

则 

则 



上连续 , 且恒为正 , 例2. 设 )(xf 在 

对任意的 必存在一点 

证: 

使 

令 , 则 

)()( 21 xfxf
2

21 )]()([ xfxf  0

使 故由零点定理知 , 存在 即 

当 时, 取 或 , 则有 

证明: 



例87  至少有一个不超过 4 的正根.  

证： 

证明 

令 

且 

根据零点定理 , 

原命题得证 . 

内至少存在一点 在开区间 

显然 



则 

证明至少存在 

使 

提示: 令 

则 易证 

例88. 设 

一点 



内容小结 

在 

上达到最大值与最小值; 

上可取最大与最小值之间的任何值; 

4.  当 时, 使 必存在 

上有界; 

在 

在 



讨论开区间上连续函数的有界性 

结论1 

.),()(

,)(lim,),()(

上有界在开区间则

存在且上连续在开区间设






xf

xfxf
x

证明 ,)(lim Axf
x




设

1)(,,,1  AxfXxX 有时使得当则取

1)(  Axf即

X X

Xx 

1)(  Axf

xX 

1)(  Axf

,],[)(,),()( 上连续在闭区间因此上连续在又因 XXxfxf 

,],[)( 上有界在闭区间于是 XXxf  ]),[()( 1 XXxMxf 故

),,1max( 1MAM 取 .)(),,( Mxfx  有于是对于

1)( Mxf 



结论2 

.),()(

,)(lim,)(lim,),()(

上有界在开区间则

且上连续在开区间设

baxf

BxfAxfbaxf
bxax


 

证明 ,)(lim Axf
ax




因

1)(,),(,,1 11  Axfaa 有时使得当则取 

1)(  Axf即

1a 2b

1)(  Axf 1)(  Bxf

,],[)(,),()( 21 上连续在闭区间因此上连续在又因   baxfbaxf

,],[)( 21 上有界在闭区间于是   baxf ,)( 1Mxf 故

),,1,1max( 1MBAM 取 .)(),,( Mxfbax  有则对于

1)( Mxf 

,)(lim Bxf
bx




又

1)(,),(,,1 22  Bxfbbx 时使得当则取 

a b



结论3 

.],()(

,)(lim,],()(

上有界在开区间则

且上连续在区间设

baxf

Axfbaxf
ax




.),[)(

,)(lim,),[)(

上有界在开区间则

且上连续在区间设

baxf

Axfbaxf
bx




结论4 

.)3,2()(.)2,1()(.)1,0()(.)0,1()(

.
)2)(1(

)2sin(
)(

2

DCBA

xxx

xx
xf






 界在下列的哪个区间内有函数

.)(,2,1,0 连续时因解 xfx 

,)(lim,)(lim

,
4

2sin
)(lim,

4

2sin
)(lim

21

00







 

xfxf

xfxf

xx

xx

而

.)0,1()( 内有界在所以 xf


