
5.5   曲面及其方程

一、相关问题
1. 满足方程
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的点的集合在平面直角坐标系和空间直角坐标系中分别构成一个什么图形？
答：满足
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的点在平面直角坐标系中构成一个以原点为圆心的单位圆；在空间直角坐标系中构成一个以
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轴为对称轴，到对称轴距离为1的圆柱面（即准线在
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圆周上、母线平行于
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轴的圆柱面）.
2．怎么定义一般曲面的方程？

 答：若曲面
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上的点的坐标都满足方程
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，而不在曲面
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上的点的坐标都不满足方程
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，则称方程
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为曲面
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的方程.
二、相关知识
1．证明如果
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，那么由方程
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 给出的曲面是一球面，并求出球心坐标和半径.

证：原方程可化为：
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 即
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该方程即表示一球面，球心坐标为
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，半径为
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2．已知椭球面方程
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image20.wmf]()
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，试求过
[image: image21.wmf]x

轴且与椭球面的交线是圆的平面.
解：不妨 设过
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轴的平面
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，它与椭球面的交线为
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，如果该交线是圆，则圆心为原点，又因交线关于
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轴对称，并且
[image: image26.wmf](,0,0)

a

±

在这条交线上，故该圆可看成以原点为球心，
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为半径的球与平面
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的交线，即
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，比较上述两个方程组得
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，故所求平面方程为：
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3．什么是旋转曲面方程？一条平面曲线绕坐标轴旋转所得到的曲面
[image: image33.wmf]S

的方程有什么特点？
答：在空间，一条曲线C绕一定直线L旋转一周所成的曲面称之为旋转曲面；一条平面曲线绕坐标轴旋转所得到的曲面
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的方程的特点是：在平面方程中，轴坐标不变，另一个坐标换成到该轴的距离。例如在
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坐标面上有一已知曲线，它的方程是
[image: image36.wmf]0

)

,

(

=

z

y

f

，则这曲线绕Z旋转一周的旋转曲面方程是：
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4．二次曲面方程及其分类；
答：对于不含交叉项的二次曲面方程：
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，通过坐标变换可化为下列简单方程之一：
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同号但与
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异号，它表示椭球面.
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中的一个同号，它表示单叶双曲面.
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中的两个同号，它表示双叶双曲面.


[image: image49.wmf]0

)

2

.

1

(

=

d

.

  
[image: image50.wmf](1.2.1)



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image51.wmf]123

,,

lll

同号，它表示一个点，即原点
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不全同号，它表示二次锥面.
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同号，它表示椭圆抛物面.
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异号，它表示双曲抛物面.
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异号，它表示椭圆柱面.
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同号，它表示虚椭圆柱面.
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,它表示一对相交于一条实直线的虚平面.

    
[image: image67.wmf]12

(2.2.4),

ll

异号，且
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异号，但
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中至少有一个不为0，它表示抛物柱面.
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异号，它表示一对平行平面.
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同号，它表示一对虚的平行平面.
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三、练习题

1．下列方程表示什么曲面？

     （1）
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   解：原方程可化为：
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，它表示以
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  为半径的球面.   
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   解：原方程可化为：
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   解：原方程可化为：
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为球心的虚球面.

  2．将
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平面上双曲线  
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分别绕
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轴和
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轴旋转一周，求所形成的旋转曲面方程.
解：绕
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轴：利用旋转曲面的方程，点
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，消去
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得曲面方程为：
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同样可得绕
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轴旋转所得曲面方程为：
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   3．直线
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绕另一条与
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相交的直线旋转一周，所得的旋转曲面称为圆锥面，两直线的交点称为圆锥面的顶点，两直线的夹角
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）称为圆锥面的半顶角。试求顶点在坐标原点
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，旋转轴为
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轴，半顶角为
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的圆锥面方程.

解：见教材P38-39例5.5.4.
四、思考题

1．过
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轴和
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轴分别作动平面，交角
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为常数，求交线的轨迹方程.

解：设过
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轴和
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轴的方程分别为：
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,则两平面的法向量分别为
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，再与两平面方程联立消去
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2．将直线
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绕
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轴旋转，求旋转曲面的方程，并就
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的可能值讨论这是什么曲面.

解：任取母线上的一点
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得到曲面方程为：
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当
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时候，旋转面为圆柱面(以
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轴为轴)；

当
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时，旋转面为圆锥面（以
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轴为轴）;

当
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当
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时，旋转面为单叶双曲面.

3．求一条空间曲线绕固定轴旋转所得到的旋转曲面
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的方程.
答：设曲线
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的方程为
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[image: image147.wmf]222222

000101010

111

111

111

()()()()()()

()()()0

(,,)0

(,,)0

xxyyzzxxyyzz

lxxmyynzz

Fxyz

Gxyz

ì

-+-+-=-+-+-

ï

-+-+-=

ï

í

=

ï

ï

=

î

，

消去
[image: image148.wmf]111

,,

xyz

便可得到曲面
[image: image149.wmf]S

的方程.
或  首先从（1）式中联立解出
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 ，所以，所求旋转曲面
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的方程为
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