
第七章 多元函数积分学 导学解答
7.1 重积分

7.1.1  二、三重积分的概念与性质  
一、 相关问题
1.给定一个曲顶柱体，如何求体积？
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答：设曲顶柱体：曲顶
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底面：D域（xoy面上的有界闭区域），
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在D上连续，侧面是以D的边界为准线，母线平行于z轴的柱面。

计算此曲顶柱体的体积V。

分析：因曲顶柱体的高随点
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的变动而变化，不能直接用平顶柱体的体积公式：

体积=高×底面积

解决问题的步骤：

1°用平面上的曲线网任意分割D域，得n个小区域
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（也代表小区域面积）和n个小曲顶柱体
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2°取点作积，任意取点
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3°求和，
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4°求极限，记
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，求得体积：
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2.给定一个非均匀的平面薄片，如何求其质量？

答：设平面薄片在xoy平面上占有区域为D ,其面密度为
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类似于以上的讨论（分割、近似、求和、取极限），得其质量为
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3.给定一个非均匀的空间立体，如何求其质量？

答：设物体
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：
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为空间有界闭区域，体密度
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上连续。计算该物体（
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）的质量。

分析：因物体的体密度
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）随不同的位置而变化，不能直接用物体的质量公式：质量=体密度×体积

解决问题的步骤：

1°用空间曲面网任意分割
[image: image24.wmf]W

域，得n个小空间区域
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（也代表其体积）和相应n个小块质量
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2°取点作积，任取点
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3°求和，
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4°求极限，记
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二、有关知识
1.二重积分的定义形式、几何意义、物理意义？

答：对应二重积分的定义表示如下：

若点
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得二重积分定义：
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称
[image: image38.wmf](,)
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为被积函数，
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为被积表达式，
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为面积元素，D为积分区域。
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（2）如果已知二重积分
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存在，用直角坐标系中的直线网即平行于坐标轴的直线网分割区域
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二重积分的几何意义、物理意义：

当
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时，二重积分
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的几何意义，以D为底面，
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为曲顶的曲顶柱体体积。

当
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是曲顶柱体体积的负值。故二重积分
[image: image54.wmf](,)

D

fxyd

s

òò

的几何意义是区域D上曲顶柱体体积的代数和。

当
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为D域面积。

当
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为平板（D）的面密度时，
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的物理意义是表示该平板的质量。

2.写出三重积分的定义式，几何、物理意义。
解：对应三重积分的定义表示如下：

若点
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为空间区域），
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得三重积分定义：
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称
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为被积函数，
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为被积表达式，
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为体积元素，
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为积分区域。

三重积分的几何、物理意义：
当
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，表示该空间区域
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的体积。

当
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为物体（
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）的体密度时，
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的物理意义是表示该物体的质量。 
3．重积分的统一定义是如何给出的？

重积分的统一定义如下：

设
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是一个有界的可度量的闭区域，点函数
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1°任意分割
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为n个小区域
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2°任取点
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3°求和
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4°求极限，记
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极限值与分割（
[image: image89.wmf]W

）的方式取点（
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此定义称作重积分的统一定义，其中
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叫做被积函数，
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叫做某度量的元素，
[image: image97.wmf]W

叫做积分区域。

三、练习题

1.已知
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解：用直线网
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2.利用二重积分的几何意义，计算
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解：分析被积函数
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易知该二重积分的值表示上半球体
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3.补充二重积分的对称性质，并计算二重积分

　（1）
[image: image110.wmf]2

||||10

(3sin)

xy

xxyd

s

+£

-

òò


解：
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解：利用轮换对称性，
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4.用重积分的比较性质比较下列积分的大小
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解：易知
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5.设
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解：因
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四、思考题：

1.在二重积分的定义中，关于区域的分割程度的描述为什么要求
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[image: image132.wmf](1,2,,)

i

in

s

D=

L

中最大的面积趋于零？
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