7.1 重积分

7.1.4重积分的换元法

一、相关问题 
1. 回忆定积分的换元法，关于重积分的计算是否也有类似的换元法？请举例说明。
答：二重积分在极坐标系下的计算就是将直角坐标系下的计算换元
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得到的；

三重积分的柱坐标的计算也是对直角坐标系下的计算的换元
T：
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；
球坐标系下也是对直角坐标系下的计算的换元
T：
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得到的。
二、相关知识
1.  写出二重积分换元法定理，指出使用步骤。
答：二重积分换元法定理  设
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在xoy面上的闭区域D上连续。

    变换T：
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将uov面上闭区域D’变为xoy面上闭区域D，且满足：
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在D’上具有一阶连续偏导数；

2°在D’上雅可比行列式
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3°变换T：
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是一对一的，则有二重积分的换元法公式：
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使用换元法计算二重积分的步骤：

    1°作D域图，分析D域形状与被积函数
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的结构，选定变换T。

2°求出雅可比行列式J，确定在“T”下的新区域D’作D’图并代入二重积分的换元公式。

3°在新区域D’中化为二次积分且计算。

2.  写出三重积分换元法定理
定理：设
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，且满足
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具有一阶连续偏导数

2°
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上的雅可比行列式
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3°变换T：
[image: image20.wmf]W

®

W

¢

是一对一的，则有三重积分的变换公式：
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3. 写出二重积分广义极坐标变换。
答：D域：
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易得D’域：
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三、练习题

1. 计算
[image: image27.wmf]òò

+

-

D

dxdy

y

x

y

x

)

(

sin

)

(

2

2

，
其中D是四个顶点分别为
[image: image28.wmf](,0),(2,),(,2),(0,)

ABCD

pppppp

的正方形区域。

解：作D域图，令
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则
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2.  计算
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解：积分D域为：
[image: image38.wmf]2

1

)

2

1

(

)

2

1

(

2

2

£

-

+

-

y

x

，作变换T：
[image: image39.wmf]q

q

sin

2

1

,

cos

2

1

r

y

r

x

+

=

+

=


    易得D’：
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    故
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3. 计算
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解：作广义极坐标变换T：
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易得D’域：
[image: image47.wmf]p

q

2

0

,

1

£

£

£

£

r

o



[image: image48.wmf]0

cos

sin

sin

cos

)

,

(

)

,

(

¹

=

-

=

¶

¶

=

abr

br

b

ar

a

r

y

x

J

q

q

q

q

q


   故
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4. 计算
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解：令
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易得
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故               
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四、思考题

1. 如何确定重积分的换元，主要考察哪些因素？
答：作积分区域D（
[image: image58.wmf]W

）图，分析积分域形状与被积函数的结构，选定变换T，从而简化积分区域或被积函数。
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