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 :有三种情况x

 ,0)1(  xxx 记为且

 ,0)2(  xxx 记为且

 ,)3(  xxx 记为可正可负且

1. 自变量趋于无穷大时函数的极限  

一、函数极限的概念 
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  如何描述它？ 
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  :}{ 极限的定义：回忆数列
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记为为极限以时当则称数列成立   ,    ,   }{   , anxn 
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 有问题没有？  好像没有问题. 



定义1  

 ,,),[)( 是一个确定的数上定义在设 Aaxf 

.)(,,0,0   AxfXxX 恒有时使当若

记为时的极限当是则称 .)( xxfA

Axf
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)()(  时当或  xAxf



注意： 

(1)与数列极限情形相比较，X的作用与数列极限中的N 

一样，说明x充分大的程度，依赖于 ；所不同的是这 

里必须考虑比X大的所有实数，而不仅仅是自然数n. 

(2)几何解释： 
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(3) .x x 类似地可得出 与 时的极限定义
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 将图形对称过去后, 你有什么想法? 

 将图形对称 

  .  ,  函数的极限时我们将得到 x



 ,,],()( 是一个确定的数上定义在设 Abxf 

.)(,,0,0   AxfXxX 恒有时使当若

记为时的极限当是则称 .)( xxfA

Axf
x
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  现在从整体上来看这个图形 , 你有什么想法? 

          0 || XxXxXx  或

你能否由此得出 

            一个极限的定义 

                         和一个重要的定理. 



 ,,),()( 是一个确定的数上定义在设 Axf 

.)(,,0,0   AxfXxX 恒有时使当若
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由于 | x | > X > 0  x > X 或 x < X, 

所以, x 按绝对值无限增大时, 

又包含了 x  的情形. 

既包含了 x +, 



定理 
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及极限的三个定义即可证明该定理. 

 0)(             ||   XXxXxXx 或

由绝对值关系式: 
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自变量趋于无穷大时函数的极限举例: 
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实例分析  
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2. 自变量趋于有限值时函数的极限  
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 4)(2  xfx 时当

)"()()(" 00 常数时但不等于两实例归结为 Axfxxx 

这两个“趋于”反映了f(x)与A和x与x0无限接近程度之间的联
系. 



 ,)(,)( 的距离可任意小与即 AxfAxf 

. )( , 来描述用引入任意小的正数   Axf

000  , , xxxxxx  但的距离可任意小与即

.  0, 0 来描述用引入任意小的正数   xx

, )(  成立都有并非对所有的  Axfx

. )(   0 0 成立时才有而只有当   Axfxx

,  )( 0   xxAxf 必须有即要使

说明 随着 的指定而确定，有时也记为(). 



设f(x)在x0的某去心邻域内有定义，A是一个确定的常数. 

,)(0,0,0 0 成立时有当若   Axfxx
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定义)(  定义2  函数极限的精确定义,即  
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用定义验证函数极限的步骤： 

(1)通过计算或估计得 

 )()( 0xxgAxf     0 的简单函数式是 xx 

 ) ( 10  xx制不等式有时要事先给出某个限

,)(  ,0)2(   Axf要使
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(3)得出结论. 



用定义验证函数极限习例4-8 
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尽管f(x)在x=2处没有意义，但函数当x2时极 

限存在与否与它无关. 
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函数单侧极限的描述定义 

 .)(  000 限时函数的极限称为左极趋于的左侧从 xxxx 

 )(lim)0(    
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0 xfxf
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函数单侧极限精确定义 
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

.)(.)(       

  ,0   ,0  )2(

0

00

的右极限当为则称

时都有当若

xxxfAAxf

xxx


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注意: (1)左右极限统称为单侧极限.  

(2)通常在考虑区间端点的极限与分段函数分段点处的极限时
碰到左右极限问题.  

(3)对于区间的左端点只求右极限，右端点只求左极限.  
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      例9  设函数                              证明极限                不存在.  

1, 0,

0, 0,
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 
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证明:  容易证明当            时，        的左极限 0x  f x    
0 0

lim lim 1 1
x x

f x x
  

   

而右极限     
0 0
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x x

f x x
  

  

所以，             不存在.  
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可见        在0处的左、右极限存在但不相等，  f x



定理1（唯一性）   .,)(lim
0

则极限唯一存在若 xf
xx

定理2（局部有界性）  

 ,00,)(lim
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
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和则存在若 Mxf
xx

 },0 :{),~( 00   xxxxUx对于一切

  .)(  Mxf 都有
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
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设

  ,1   对于

 ,1)( ,),~(, 0 0  AxfxUx 有时当 

AAxfxf  )()(  故 MAAAxf


 1)(

1. 函数极限的唯一性  

二、函数极限的性质 

2. 函数极限的局部有界性  



定理 3 （局部保号性）  

0,     ),0 (0  ,)(lim
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
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则或且若 AAAxf 
xx

 ).0)( 0()(  xfxf 或有, ),~(  0 时当 xUx

证明：  就 A>0 的情形加以证明. 
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
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.0)(  xf

.  ,0 AA  此时取的情形类似地可证

,0必

3. 函数极限的局部保号性  



推论1（局部保号性）  
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推论2（局部保序性） 
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4. 函数极限与数列极限的关系 

定理 4（函数极限与数列极限的关系）  
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(2)利用极限存在的唯一性或函数极限存在的充要条件是它的任
何子列的极限都存在且相等. 
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说明: 极限不存在有几种情况: 

1)左极限≠右极限 
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四、小结 

1. 函数极限的 ""   或 "" X 定义及应用 

2. 函数极限的性质: 保号性定理 

与左右极限等价定理 

0x x

x X 
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分析 要使

不易解出 多了 ，

可先限制 在 的一个小范围内 
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