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一、连续函数的定义  
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可见，f(x)在x0处连续必须满足三个条件： 
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3.左右连续定义  
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注意: 

(1)f(x)在x0连续与它在该点左右连续的关系有如下结论: 
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(2)对于区间的左端点只要右连续则称为连续； 

     对于区间的右端点只要左连续则称为连续. 



4.函数在区间上的连续性  

在区间上每一点都连续的函数,叫做在该区间上
的连续函数,或者说函数在该区间上连续. 
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上连续在闭区间函数

则称处左连续在右端点处右连续

并且在左端点内连续如果函数在开区间
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对于区间端点上的连续性则按左右连续来确定! 

连续函数的图形是一条连续而不间断的曲线. 



例1 证明函数 xy sin 在 ),(  内连续 . 

证  ),( x

xxxy sin)sin( 

)cos(sin2
22

xx
xy




x
0x
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由x的任意性，知 在 内连续 . 

类似可证: 函数 xy cos 在 ),(  内连续 . 
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1.间断点的定义  

若f(x)至少满足下列条件之一，则称f(x)在x0处不连续, 

 x0为f(x)的间断点. 

二、函数的间断点及其分类  
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2.连续性讨论习例  
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.0,sgn)(.2 处的连续性讨论设例  xxxf
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,0)(,1)0( 处的定义在改变若令  xxff .0)( 处连续了在则 xxf

这种间断点称为可去间断点. 
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函数图形在间断点x=1处发生跳跃，故称跳跃间断点. 
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这时称x=0为f(x)的无穷间断点. 
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3.间断点的分类  

间断点是根据左右极限是否存在进行分类的! 

,)(0 的间断点为设 xfx

;,)0()0()1( 000 为第一类间断点则称都存在与若 xxfxf 

;     

,)0()0()2(

0

00

为第二类间断点则称

至少有一个不存在与若

x

xfxf 

可去间断点 (左右极限存在且相等的间断点) 

跳跃间断点 (左右极限存在但不相等的间断点) 

无穷间断点 (极限为无穷大的间断点) 

振荡间断点 (极限不确定的间断点) 
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1.连续函数的运算  

定理1 （连续函数的和差积商还是连续函数） 
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三、连续函数的运算与初等函数的连续性 



即，严格单调的连续函数必有严格单调的连续反函数. 
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定理2 （连续函数的反函数连续） 

定理3 （复合函数的连续性） 
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当函数连续时，极限符号与函数符号可以交换位置。 



定理4 （连续函数的复合函数是连续函数） 



2.初等函数的连续性  

(1)基本初等函数在其定义区间内是连续的. 

三角函数的连续性:  

 ),(sin 内连续在  xy

 ),(cos 内连续在  xy
----由连续的定义可证. 
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反三角函数的连续性: 由反函数的连续性得到.   

对数函数的连续性:    

内连续在 ),0(ln  xy ----已证 

内连续也在 ),0(
ln
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log 

a

x
xy a

指数函数的连续性:    

xx
eyay  , ----由反函数的连续性得到.  

幂函数的连续性:    

x
exy

ln  ----由复合函数的连续性得到.  

(2)定理5  初等函数在其定义区间内是连续的. 



注意: 

(1)弄清楚定义域, 定义区间, 连续区间的关系; 并会求 

     求函数的连续区间. 

(2)记住初等函数的连续区间即为定义区间; 而分段函 

     数需考虑分段点的情况. 

(3)利用函数的连续性可求极限                             .    0
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3.习例 

?, sinsin .7 有连续区间吗的定义域求例 xxy 
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思考题  
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xf 在 0x 是否连续？

又若 |)(| xf 、 )(
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xf 在 0x 连续， )(xf 在 0x 是否连续？ 



?, sinsin .7 有连续区间吗的定义域求例 xxy 
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若 )(xf 在 0x 连续，则 |)(| xf 、 )(
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定义2 
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),(         

0

00

0

值小上的最大在区间是函数则称

都有使得对于任一如果有

上有定义的函数对于在区间

Ixfxf

xfxfxfxf

IxIx

xfI





并不是每一个函数都有最值.  

.1,1]2,0[ sin  最小值上有最大值在闭区间 xy

.)1,0( 内没有最值在开区间而 xy 

定理6(最大值和最小值定理) 

在闭区间上连续的函数一定能取得它的最大值和最小值. 

四、闭区间上连续函数的性质  

 
 

    
 

  xffxff
baxbax ,,

min,max


 

此定理的证明要用实数理论, 从略.  



图示说明如下 

a b2 1 x

y

o

)(xfy 

注意: 定理条件为充分条件, 条件缺一不可, 否则可能没有最值.  

x

y

o
2



)(xfy 

x

y

o

)(xfy 

21

1



定理7(有界性定理) 

在闭区间上连续的函数一定在该区间上有界. 

证明：  ,],[)( 上连续在设函数 baxf

],,[ bax

,)( Mxfm 有

},,max{ MmK 取

.)( Kxf 则有

.],[)( 上有界在函数 baxf

由连续函数最大最小值定理  



,)(lim ,),[  )(  .13 存在且上连续在设例 xfaxf
x 



.),[  )( 上有界在证明 axf

证明： .)(lim Axf
x






 ,1 取

AAxfxf  )()(

 ,),[  )( 上连续在又 axf  .],[ )( 上连续在则 Xaxf

故 f(x) 在 [a,X] 上有最大值 M 与最小值 m . 

 ,1,,max AmMK 取

 .)( ),[ Kxfax  都有则对一切

 .1)( ,  ,0  AxfXxX 使得时当

.1)( AAAxf 



定理8(零点定理) 

 .0)(),,( 

,0)()()2(      

, ],[ )()1(  





 fba

bfaf

baxf

使得则至少存在一点

且

上连续在闭区间设

.),(0)( 内至少存在一个实根在即方程 baxf 

几何解释:  

x
o

y

a
b

1

2 3 4 5 6
7

定义3 

此定理的证明要用实数理论, 从略.  



定理9(介值定理) 

 .)(),,( 

 ,)()()3(      

),()()2(      

, ],[ )()1(  

Cfba

bfafC

bfaf

baxf





 使得则至少存在一点

之间的任意一个数与为介于

且

上连续在闭区间设

证明:  ,)()( Cxfx 设

.],[  )( 上连续在闭区间则 bax

,)()( Cafa  ,)()( Cbfb 

.0)()(  ba 

由零点定理得, 至少存在一点 ),,( ba

.0)(  使得 .)(  Cf 即



推论:  闭区间上的连续函数 f(x) 必取得介于
最大值 M 与最小值 m 之间的任何值. 

证明：  ,)(,)( 21 Mxfmxf 设

,],[ ],[)( 1221 上连续或在闭区间则 xxxxxf

由介值定理,  

),(  MCmC 对任何实数

.)( ),,( ),( 1221 Cfxxxx   使得或都有



 . 1 12  .14 的正根至少有一个小于验证例  x
x

闭区间上连续函数的性质应用习例 

.)(),1,0(:         

,1)(0,]1,0[ )( .15

 



f

xfxf

使得至少存在一点证明

且上连续在闭区间设例

例16. 设 f(x) 在闭区间 [0,a]上连续,  

,),0(,0)(0,0)()0( 上任一点为时当 alxfaxaff 

).()(  )(0, lffa   使得证明至少存在一点

.,         

 )0,0(sin .17

ba

babxax





并且它不超过正根

至少有一个其中证明方程例



.)3,2(  ,)2,1(           

0
3

16

2

7

1

5
     .19

内另一根在内有一根在

试证方程例 






 xxx

例20. 设 f(x) 在闭区间 [a,b]上连续,  

  ,   , 2121 证明为两正数与且 ttbxxa 

).()()()(  212211 Cfttxftxft 使得

],,[ baC至少存在一点

例18. 设 f(x) 在闭区间 [a,b]上连续,  ,21 bxxxa n  

 ,],[ 1 使得上必有则在 nxx

.
)()()(

)( 21

n

xfxfxf
f n








 . 1 12  .14 的正根至少有一个小于验证例  x
x

解：   ,12)(   x
xxf设

.]1,0[ )( 上连续在闭区间则 xf

,01)0(  f又 ,01)1( f

,01)1()0(  ff即

由零点定理,  .0)( ),1,0(   f使得至少存在一点

 ,012   即

 . 1 12 的正根至少有一个小于即方程  x
x



证明: ,)()(  xxfxF 设

则 F(x) 在闭区间 [0,1]上连续.  

,0)0()0(   fF又 .01)1()1(  fF

由零点定理得,  

),1,0( 至少存在一点 ,0)(  F使得

.)(   f即

.)(),1,0(:         

,1)(0,]1,0[ )( .15

 



f

xfxf

使得至少存在一点证明

且上连续在闭区间设例



例16. 设 f(x) 在闭区间 [0,a]上连续,  

,),0(,0)(0,0)()0( 上任一点为时当 alxfaxaff 

).()(  )(0, lffa   使得证明至少存在一点

证明: ),()()( xflxfxF 设

,],0[  )( 上连续在闭区间则 laxF 

,0)()0()()0(  lfflfF又

.0)()()()(  laflafaflaF

),,0(),0( ala  至少存在一点

,0)(  F使得

).()(   flf 即



.,         

 )0,0(sin .17

ba

babxax





并且它不超过正根

至少有一个其中证明方程例

证明:  ,sin)( bxaxxf 设

,],0[  )( 上连续在闭区间则 baxf 

,0)0(  bf又
)sin()( baaabaf 

,0)(  )1( 时当  baf

. sin  的根是方程即 bxaxba 

,0)(  )2( 时当  baf

,0)(  ),,0(   fba 使得至少存在一点
.sin  ba  即

 .],0(  sin 上至少有一个根在 babxax 

.0)]sin(1[  baa

,由零点定理得



例18. 设 f(x) 在闭区间 [a,b]上连续,  ,21 bxxxa n  

 ,],[ 1 使得上必有则在 nxx

证明: ,],[  )( 1 上连续在闭区间 nxxxf

.)(  , MxfmmM  且与最小值最大值

,)(      , 1 Mxfm 从而

,)( 2 Mxfm 



,)( Mxfm n 

.
)()()(

)( 21

n

xfxfxf
f n








.
)()()(

  21 M
n

xfxfxf
m n 





即

由介值定理得,   

使得至少存在一点  ],,[),( 11 nn xxxx 

.
)()()(

)( 21

n

xfxfxf
f n






.)()()( 21 nMxfxfxfnm n  

,)(      , 1 Mxfm 从而

,)( 2 Mxfm 


,)( Mxfm n 



.)3,2(  ,)2,1(             

0
3

16

2

7

1

5
     .19

内另一根在内有一根在

试证方程例 






 xxx

证明: 

)2)(1(16)3)(1(7)3)(2(5)(  xxxxxxxf设

.]3,2[  ]2,1[  )( 连续和在闭区间则 xf

,010)1( f

,07)2( f

.032)3( f

.0)(  ),2,1( 11   f使得至少存在一点

所以结论成立. 

.0)(  ),3,2( 22   f使得至少存在一点



例20. 设 f(x) 在闭区间 [a,b]上连续,  

  ,   , 2121 证明为两正数与且 ttbxxa 

).()()()(  212211 Cfttxftxft 使得

证明: 

方法1. 

],,[ baC至少存在一点

,],[  )( 上连续在闭区间 baxf

.)(  , MxfmmM  且和最小值最大值

,)(       , 1 Mxfm 从而 ,)( 1111 Mtxftmt 

,)( 2 Mxfm  ,)( 2222 Mtxftmt 

,)()()()( 21221121 Mttxftxftmtt 



.
)()(

  
21

2211 M
tt

xftxft
m 




即

由介值定理可知,   使得至少存在一点   ],,[  baC

).()()()( 212211 Cfttxftxft 

方法2. 

).()()()()(  212211 xfttxftxftxF 设

,],[],[  )( 21 上连续在闭区间则 baxxxF 

)()()()()( 12122111 xfttxftxftxF 

)],()([ 122 xfxft 



)()()()()( 22122112 xfttxftxftxF 

)],()([ 211 xfxft 

.0)]()([)()(
2

122121  xfxfttxFxF

,0)()(   )1( 21 时当  xFxF ),()( 12 xfxf 则 1xC 

,0)()(   )2( 21 时当  xFxF

使得至少存在一点  ],,[),( 21 baxxC  .0)( CF

).()()()(  212211 Cfttxftxft 即

使得至少存在一点  ],,[],[ 21 baxxC 

).()()()( 212211 Cfttxftxft 
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证明方程 bxax  sin ，其中 ,0,0  ba  

至少有一个正根，并且它不超过 ba  . 

作业题
7 

证 令 ( ) ( sin ), [0, ]f x x a x b x a b    

,1)sin(1  ba若

.为所给方程的根bax 

0)()0(  baff

由零点定理，知  (0, a + b), 使 ( ) 0.f ξ 

0)(  baf则

,1)sin(2  ba若 则

上连续，且在则 ],0[)( baxf 

,0)0(  bf )]sin(1[)( baabaf 

,0)(  baf



.)(),,(.)(

,)(,],[)(

 



fbabbf

aafbaxf

使得证明

且上连续在区间设函数

证 ,)()( xxfxF 令 ,],[)( 上连续在则 baxF

aafaF  )()(而 ,0

由零点定理, 

使),,( ba ,0)()(   fF

bbfbF  )()( ,0

.)(  f即

作业题
8. 



五、函数的一致连续性 

1.函数一致连续的定义  

定义4 

     21 xfxf

一致连续性表明: 不论在区间I的任何部分, 只要自变量的两个数

值接近到一定程度就可使对应的函数值达到所指定的接近程度.  

由上述定义知, 如果函数        在区间上是一致连续的, 那么       

在区间上一定是连续的. 但反过来不一定成立, 即在区间上连续

的函数不一定在区间上是一致连续的.    

 xf  xf



证明：  



证明：  

例1.7.24说明, 在半开区间上连续的函数不一定在该区间
内一致连续, 但是, 关于闭区间上连续的函数, 有下面结论.  

定理10 (闭区间上连续的函数是一致连续函数)  

此定理的证明要用实数理论, 从略.  



六、压缩映射原理与迭代法  

1.压缩映射的定义  

    作为极限理论与函数连续性的一个重要应用, 下面简单介绍
在近代数学中用于判定方程根的存在唯一性的一个重要原理, 即
压缩映射原理以及用来求解方程近似根的迭代法.  

定义5     yxkyfxf 

容易证明: 定义在    上的压缩映射(函数)是连续的. R

定理11  (压缩映射原理)  

证明：  

（1）首先证明:  



      ,,,, 11201  nn xfxxfxxfx

是收敛数列. 事实上, 因为   

        |||||| 32

2

3221211   nnnnnnnnnn xxkxfxfkxxkxfxfxx

|| 01

1 xxk n  

所以, 对于任何          , 有  p N

nnpnpnpnpnnpn xxxxxxxx   1211 |||||| 

  || 01

21 xxkkk npnpn   

 
||

1
||

1

1
0101 xx

k

k
xx

k

kk npn












（2）其次证明:  

事实上,  

   11 limlimlim 





 n
n

n
n

n
n

xfxfx

（3）最后证明:  

事实上,  

    abkafbfab 

综上所述,     有唯一的不动点. f



       这种方法是方程求解中一种常用而且简便易行的近

似解法, 称为迭代法.  

由于定理证明中所作的迭代数列       收敛于方程             

的精确解, 因此, 迭代数列中的任何一项     都可以作为它

的近似解, 而且越     大精度越高.    

 nx   xxf 

nx

n

在不等式                                          中, 令            ,得 


 01
1

|| xx
k

k
xx

n

npn
p

  0001
11

xxf
k

k
xx

k

k
xa

nn

n 







这就是经过    次迭代后得到的近似解    与精确解    的误

差估计式.   

n nx a


