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（一）函数的定义  

函   数 

的定义  
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（二）极限的概念  
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（三）连续的概念  

左右连续  
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一. 定义 

内容小结  

函数定义  .1 定义""  .2 N

定义""  .3 X 定义""  .4  

5. 连续的定义 6. 无穷小及阶的定义 

7. 无穷大的定义 

二. 性质 

1. 极限的性质 

2. 连续的性质 

3. 无穷小的性质 

4. 闭区间上连续函数的性质 



7 

三. 求极限的常用方法  

1. 利用极限的运算法则及函数的连续性; 

2. 利用两个重要极限; 

3. 利用有理化、通分、三角函数恒等变形等; 

4. 利用变量代换; 

5. 利用无穷小量与有界变量的乘积仍是无穷小量; 

6. 利用等价无穷小替换; 

7. 利用夹逼准则; 

8. 利用单调有界准则; 

9. 利用左右极限求分段函数极限. 
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四. 求极限的常用结果  
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四. 判定极限不存在的常用方法  
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五. 常见题型  

1. 考虑函数的定义域及函数的性质 

2. 计算极限 

3. 函数连续性的讨论与间断点的分类 

4. 利用连续性理论证明等式与根的存在性  

5. 求待定参数 

6. 无穷小阶的讨论 
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典型习题  

.,        

}{
3

)1(3
,30  1 11

并求其极限收敛

确定的数列证明由例 n
n

n
n x

x

x
xx




 

.,}{        

),,2,1()3(,30  2 11

并求此极限的极限存在证明数列

设例

n

nnn

x

nxxxx  

).1sin(lim  3
2 


n

n
计算极限例

).
2

12

4

3

2

1
(lim  4

n

n

n





计算极限例



13 

.lim,,2,1),
2642

12531
  5 n

n
n

n xn
n

n
x







 求设例 





.
2)ln(

)ln(sin
lim  6

22

2

0 xex

xex
x

x

x 




计算极限例

.
)(

1lim,
)(

1lim  7
2

0

3

1

0 















 x

xf
e

x

xf
x

x

x

x
求若例

.0)1(lim,8
3 3 


 xx

x
使试确定常数例



14 

.0)(        

,)0(,1
3

cos21
)(  9

3

连续在点使得

的值如何定义设函数例






















 


xxf

f
x

x
xf

x

.)(],[          

,,],[)(  10

000 xxfbax

bxabaxf





使证明存在

且上连续在闭区间设函数例



15 

.,        

}{
3

)1(3
,30  1 11

并求其极限收敛

确定的数列证明由例 n
n

n
n x

x

x
xx




 

解 ,30)1( 1  x

1

1

1

1
2

3

2
1

3

)1(3
0

x

x

x

x
x









1
3

2
1

1





x
1

3

3

2
1



 ,3

,30 1  nx设

同理可证, ,30  nx .有界即 nx



16 

n

n
nn

x

x
xx






3

3
2

1又
( 3 )( 3 )

3

n n

n

x x

x

 




,1 nn xx   .单调递增即 nx

.收敛数列 nx

,lim)2( axn
n




不妨设 ,
3

)1(3
limlim 1

n

n

n
n

n x

x
x










则

,
3

)1(3

a

a
a




即 )(,3 负号舍去a

.3lim 


n
n

x

0 3,nx 

0



17 

.,}{        

),,2,1()3(,30  2 11

并求此极限的极限存在证明数列

设例

n

nnn

x

nxxxx  

解 ,3,,30)1( 111 均为正数知由 xxx 

.
2

3
)3(

2

1
)3(0 11112  xxxxx故

),1(   
2

3
0  kxk设

,
2

3
)3(

2

1
)3(0 1   kkkkk xxxxx则

,
2

3
0,1,  nxn 均有对任意正整数由数学归纳法知

.}{ 有界因而 nx



18 

,1时又当 n

)3()3(1 nnnnnnnn xxxxxxxx 

(3 2 )
( 3 )

3

n n

n n n

n n

x x
x x x

x x


   

 

.}{).1(1 单调增加即因而有 nnn xnxx 

.lim, 存在知限由单调有界数列必有极 n
n

x


,lim)2( axn
n




不妨设 ,)3(limlim 1 nn
n

n
n

xxx 





则

,)3( aaa 即 ,
2

3
a .

2

3
lim 


n

n
x

3
( 0 )

2
nx 

0



19 

).1sin(lim  3
2 


n

n
计算极限例

解 )1sin(lim
2 


n

n


)1sin(lim
2  nnn

n




   nn
n

n



1sin1lim

2

 
nn

n

n 


 1
sin1lim

2



.0



20 

).
2

12

4

3

2

1
(lim  4

n

n

n





计算极限例

解 ),1(    2)12)(12(  kkkk

)12)(12(

12

53

3

31

1

2

12

4

3

2

1
0















nn

n

n

n


12

12

5

3

3

1






n

n


12

1




n

,0
12

1
lim 

 nn
而

.0)
2

12

4

3

2

1
(lim 




 n

n

n
故

    ( 0, 0)
2

a b
ab a b


  

由夹逼原理，知 



21 

.lim,,2,1),
2642

12531
  5 n

n
n

n xn
n

n
x







 求设例 





解 ),1(    2)12)(12(  kkkk

)12)(12(

12

53

3

31

1

2

12

4

3

2

1















nn

n

n

n


12

12

5

3

3

1






n

n


12

1




n

),2(    )1)(1(  kkkk又

n

nn

n

n

2

2)1(2

6

64

4

42

2

1

2

12

4

3

2

1 









 



22 

n

n

2

)1(2

6

4

4

2

2

1 
 

n2

1


12

1

2

12

4

3

2

1

2

1







nn

n

n


nn
n

n

n
x

n 12

1

2

1
,


从而

,1
2

1
lim 



n

n n
而 ,1

12

1
lim 



n

n n

.1lim 


n
n

n
x



23 

.
2)ln(

)ln(sin
lim  6

22

2

0 xex

xex
x

x

x 




计算极限例

解 
xex

xex
x

x

x 2)ln(

)ln(sin
lim

22

2

0 





xxee

xxee
xx

xx

x 2)]1(ln[

)]sin1(ln[
lim

222

2

0 










)1ln(

)sin1ln(
lim

22

2

0 xe

xe
x

x

x




 




22

2

0

sin
lim

xe

xe
x

x

x





 .1



24 

.
)(

1lim,
)(

1lim  7
2

0

3

1

0 















 x

xf
e

x

xf
x

x

x

x
求若例

解 
x

x x

xf
x

1

0

)(
1lim












x

x x

xfx

1
2

0

)(
1lim 







 




2

2

2

)(

)(2

0

)(
1lim

x

xfx

xfx

x

x x

xfx














 


2

2

0

)(
lim

x

xfx

xe













20

)(
1lim

x

xf

xe  ,
3

e .3
)(

1lim
2

0










 x

xf

x



25 

.0)1(lim,8
3 3 


 xx

x
使试确定常数例

解 ,0
1

lim
3 3


















 xx

x
x

x


由

,0
1

lim
3 3

















 xx

x

x


有

,11
11

lim 3
3

3 3





 xx

x

x
得



26 

)1(lim
3 3

xx
x




从而

x

x

x 1

11
1

lim

3
3






x

x

x 1

1
1

1

lim

3
3





x

x
x 1

1

3

1

lim
3






.0
3

1
lim

2


 xx



27 

.0)(        

,)0(,1
3

cos21
)(  9

3

连续在点使得

的值如何定义设函数例






















 


xxf

f
x

x
xf

x

解 



















 



1

3

cos21
lim)(lim

3
00

x

xx

x

x
xf

3

)
3

cos2
ln(

0

1
lim

x

e

x
x

x






 3
0

)
3

cos2
ln(

lim
x

x
x

x








28 

2
0

)
3

cos2
ln(

lim
x

x

x






2
0

)
3

1cos
1ln(

lim
x

x

x







2
0

3

1cos

lim
x

x

x






2
0 3

1cos
lim

x

x

x





.

6

1


,
6

1
)0( f令 .0)( 连续在点则 xxf



29 

.)(],[          

,,],[)(  10

000 xxfbax

bxabaxf





使证明存在

且上连续在闭区间设函数例

证 ,)()( xxfxF 设 ],,[ bax

,],[)( 上连续在则 baxF

,0)()(  aafaF且 ,0)()(  bbfbF

;,0)( 0 axaF  取时当 ;,0)( 0 bxbF  取时当

,0)()( 时当  bFaF

;0)(),(, 00  xFbax 使得至少存在一点由零点定理

.结论成立
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,|| 0 时则当  xx 由已知条件有 

,|||)()(| 00  xxLxfxf ,)( 0连续在所以 xxf

,),(0 的任意性知由 bax  .),()( 内连续在 baxf

,00 时或当 bxax  ,
L


 取
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,],(),[ 时或则 bbxaax  

,|||)()(| 00  xxLxfxf就有

,,)( 左连续在右连续在从而 bxaxxf 

.],[)( 上连续在从而 baxf

,0)()(  bfaf由已知有

.0)(),,(,   fba 使所以由零点定理知
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.)()2(;0)()1(

:
,,0

,,
)(  12

都不连续在非零的点连续在点

证明设例

xxfxxf

Qx

Qxx
xf

c












证 ,0)1(  , 取 ,|||0| 时则当  xx

,|||)(||)0()(|  xxffxf

),0()(lim
0

fxf
x




故 .0)( 连续在即 xxf
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.)(,0)2( 00 不连续在则 xxfx  ,事实上

,,00 Qrrx 若 .)()( 0 rrfxf 则

,),(:}{ rrnrrr nnn 分别取一有理数列

),(:}{  nrss nn取一无理数列

,lim)(lim rrrf n
n

n
n




则 ,00lim)(lim 
 n

n
n

sf

,0r而 ,)(lim 不存在的关系知由函数极限与数列极限 xf
rx

.)( 处不连续在故 rxf
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,,0
c

Qssx 若 .0)()( 0  sfxf则

),(:}{  nsuu nn分别取一有理数列

svnsvv nnn  ),(:}{取一无理数列

,lim)(lim suuf n
n

n
n




则 ,00lim)(lim 
 n

n
n

vf

,)(lim 不存在的关系知由函数极限与数列极限 xf
sx

.)( 处不连续在故 sxf


