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第 2 章 一元函数微分学 

2.1.1 引例  2.1.2 导数概念  2.1.3 导数的几何意义 

2.1.4 可导与连续的关系  2.1.5 求导数的例题·导数基本公式 

答案： 

一、填空题 

1. 设
 




xx
y ，则

d

d

y

x
 .







 x  

2. 设 2)( xxf  ，则  )]([ xff
x ，  )]([ xff .x  

3. 以初速
v 上抛的物体，其上升高度 s 与时间 t 的关系是 





 gttvs ，该物体的速度

)(tv gtv 
 ,该物体达到最高点的时刻 t  

g

v . 

二． 选择题 

1. 下列命题正确的是（ D  ） 

(A) 初等函数在其定义区间内可导；         (B) ))(()(  afaf ，其中a 为常数； 

(C) 若曲线 )(xfy  在点 ))(,( 00 xfx 处有切线，则 )( 0xf  存在； 

(D) 可导的偶函数的导数是奇函数. 

2. 设 ||)( xxxf  则  )(f ( A  ) 

(A) ；                             (B) ； 

(C)  ；                            (D) 不存在. 

解：应先去掉 )(xf 的绝对值， )(xf 改写为













.

,
||)(

xx

xx
xxxf  















  x

x

x

fxf
f

xx
lim

)()(
lim)(  















  x

x

x

fxf
f

xx
lim

)()(
lim)(  

所以  )(f  

3. 设函数 )(xf 在 x 可导, ba, 为常数，则 
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
 

 x

xbxfxaxf

x 





)()(
lim （C  ） 

(A) )( 
 xfab ；                (B) )()( 

 xfba ； 

(C) )()( 
 xfba ；             (D) )( 

 xf
b

a
. 

解：
x

xbxfxaxf

x 





)()(
lim

 


 

=
x

xfxbxfxfxaxf

x 





)]()([)]()([
lim 




 

=
xb

xfxbxf
b

xa

xfxfxaxf
a

xx 









)()(
lim

)()()(
lim 











 

= )()( 
 xfba  

三．解：因 )(xf 为分段函数，故它在分段点的导数应按导数的定义。 






























x

e

x

x

e

x

fxf
f

x

x

x

xx
limlim

)()(
lim)(  

 

四．解：要使 )(xf 处处可导，只要 )(xf 在 x 可导， )(xf  可导的必要条件是 )(xf 在

x 连续，因为 

bbexf x

xx


 
)(lim)(lim ， 

bfaxxf
xx


 




)(,sinlim)(lim ， 

要使 )(xf 在 x 连续，必须 , b 即 ,b 又 








 


x

e

x

bbe
f

x

x

x

x
lim

)(
lim)(  

a
x

ax

x

bax
f

xx





 


sin
lim

)(sin
lim)(  

要使 )(xf 在 x 可导，必须 )()(   ff ，即 a ，当   ba . 时， )(xf 在 x

处可导。 
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















xx

x

xe

xf

x

cos

)(  

五．解 由条件推出  )(,)( ff ，于是 






























 






























 





















)(

)(

lim

)(

lim)(lim f

n

f
n

f

n

f
n

f

n
fn

nnn
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2.1.6 函数的和、积、商的导数 2.1.7 反函数的导数 2.1.8 复合函数的导数 

 

 

答案：一、填空题 

1．已知
2

2
( )

1

x
f x

x
 


，则

 2d 1

d

f x

x




|| x

x
 ; 

2．设 xey x ln ，则
d

d

x

y


x
xe

x
 ; 

3.
|sin| xy  ,则 y =

|sin|
sinln sin

x
x x








. 

二、选择题. 

1 已知 ))(()( xgfxF  在
x 处可导则（ B  ） 

(A) )(),( xgxf  都必须可导          (B) )(),( xgxf  不一定都可导 

(C) )(xg 一定可导                  (D)  )(xf 必须可导 

2．设 )()()( bxabxaxf   ，其中 )(x 在 ),(  内有定义，且在 ax  处可导，

则 )(f =（  C   ） 

 (A) a ；         (B) b ；    (C) )(ab ；         (D) )(a  

3．要使函数   














x

x
x

x
xf

n s i n
 （其中n 为自然数）  在 x  处的导函数连

续，则 n 应取何值？ )( D  

(A) n ；                 (B) n ； 

(C) n ；                 (D) n . 

解：当 n 时，   





 

 x
x

x

fxf
f n

xx
sinlim

)()(
lim  



                 学院            班级  姓名               学号          

16 

 


















x

x
x

x
x

nx
xf

nn cossin
由 


)(lim xf

x
知 n  

三、计算下列各函数的导数 

1． xy coslnarcsin ，求 y。 

解 ： 首 先 分 析 复 合 成 分 xwwvvuuy c o s,ln,,arcsin  由 链 式 法 则 得

.
)c o sln(cosln

)sin(
coscoslncosln

)sin(

xx

tgx
x

xxx

x
wvudx

dw

dw

dv

dv

du

du

dy

dx

dy
y

































 

2. 
11

11
ln

4

1
1arctan

2

1

2

2
2






x

x
xy

 

解. 引入 ,1)( 2xxu   得 
1

1
ln

4

1
arctan

2

1






u

u
uy , 于是

d d d

d d d

y y u

x u x
  , 又 

   
44 2 42

2

d 1 1 1 1 1 1 1

d 4 1 1 1 22 1 1 1

y

u u u u x xu x

 
      

       

  

2

d

d 1

u x

x x



则

 
2 4 2 2 2

d 1 1

d 2 1 2 1

y x

x x x x x x x

  
   

    
. 

3. )|(|,arccoslnarccosln)(arccos 











  xxxxy  

解：设 xu arccos ，则 ,lnln 











  uuuy 则

dx

du

du

dy

dx

dy
  

uu
uu

u
uuuu

du

dy  






 
















 ln

ln
lnln  






xdx

du
，

.arccoslnarccosln xx
xx

uu
dx

du

du

dy

dx

dy 



 






















  

四．设 )()( xgxf 、 可导，且   )()( xgxf ，求函数 )()( xgxfy   的导数. 
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解： ])()([
)()(





 


xgxf

xgxf
y  

)]()()()([
)()(

xgxgxfxf
xgxf








 

.
)()(

)()()()(

xgxf

xgxgxfxf

 


  

五. 设 2 2 1
( ) cos ,

1

x
f x x y f

x

 
    

 
 求

d

d

y

x
． 







































x

x

xx

xx

x

x
f

dx

dy
cos

)()(

)()(
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.1.9 高阶导数    2.1.10 隐函数的求导法则 

 

答案：一、填空题 

一、填空题 

1．设 ( 1)( 2) ( 2008)y x x x x    ，则 (2009)y _______2009！_____________. 
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2. 设 ),ln()(  xxxf 则 )()(nf              ； 

解： ),ln()ln())(ln()ln()( xxxxxxxf    

,)(
xx

xf








 于 是

,
)(

)!()(

)(

)!(
)(

)(

)(

n

nn

n

nn

n

x

n

x

n

xx
xf































 

)!.()()!()()( 











  nnf

n

nnn
 

 

3. 设
2 cos2y x x , 求

 y =____________． 

解：因 x 的三阶导数为零，用莱布尼茨公式，有 

 

)()(cos
!

)()(cos)(cos)(cos )()()()()( 



  xxxxxxxxy

由于 )(cos)(cos )( 



n

xx nn
,故 






















)cos(
!

)cos()(cos)(cos )()(





x

xxxxxxy

)cossincos()( xxxxxy 



 

 

 

二、选择题：  

1.设函数 |,|)( xxxxf   则使 )()( nf 存在的最高阶导数 n （ C  ） 

(A) ；                (B) ； 

(C) ；                (D)   

解：应先去掉 )(xf 的绝对值， )(xf 改写为















xx

xx
xxxxf ||)(  

可求




















xx

x

xx

xf )( ，
















xx

x

xx

xf )(  
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










 


x

x

x

fxf
f

xx
lim

)()(
lim)(  












 


x

x

x

fxf
f

xx
lim

)()(
lim)(  

所以 )()(   ff ，则使 )()( nf 存在的最高阶导数 n 2 

 

2． 2arcsin ln tan 0xx y e y   ，则 










y

x
x

y

d

d
（ A ） 

(A) 






ln ；                      (B) 





ln ； 

(C) 


 
ln ；                      (D) 




 

3．已知 )()(   aaexf x ，则 )(xf 的反函数的二阶导数 




dy

xd
（D  ）. 

(A) 
xae


；                      (B) 

xae


； 

(C) 


xae
；                      (D) 

xea 


  

解：
xx

x

eaea

ae

xf

xf

dy

xd






 










))((

)(
 

 

三、. 设

2

2 3 4

x
y

x x


 
, 求

 n
y . 

解：首先将
2

2 3 4

x
y

x x


 
分解成最简分式。 

2

2 3 4

x
y

x x


  )()( 









xx
 

 

 

四、求由方程 yxey  所确定的隐函数 y 的二阶导数。 

 

解：将方程
yxey  的两边对 x 连续两次求导： 






















 nn

nn

xx

n
y

)()(

!
)()(
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yxeyxeyeyey

yxeey

yyyy

yy




 

故


























)(

)(
)(

)(

y

ye

xe

xe

e
xe

xe

e
e

xe

yxeye
y

y

y

y

y
y

y

y
y

y

yy

 

 

五、函数 )(xf 二阶可导，选择常数 cba ,, 使函数 

 


















xxcxxbxxa

xxxf
xF

)()(

)(
)( 二阶可导。 

 

解 ： 首 先 )(xF 应 连 续 ， 故 有 )()(lim)(lim 










xFxFxF
xxxx

即 ，

.])()([l i m)(l i m)( ccxxbxxaxfxf
xxxx

 






 





由 )()( 
 xFxF 得

bbxxaxfxfxfxF
xxxx








 






])([lim)()()(lim)( 再由 

)()( 
 xFxF  

得



 





 






)(
lim)()()(lim)(

xf
aaaxfxfxfxF

xxxx
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

2.1.11 对数求导法  2.1.12 参数方程所确定的函数的导数 
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．答案：一、填空题 

一、填空题 

1． 
 xxxy sin ，则 y 


























)(
cotsin

x

x
x

x
xxx ． 









































 )(
cotsin,

)(
cot

x

x
x

x
xxxy

x

x
x

x
y

y
 

2.设
2

2

5 4

x t t

y t t t

  


 
, 则

tdx

dy
=0 . 

解：当 t 时， || t 不可导，从而
dt

dy

dt

dx
, 在 t 处不存在，所以不能用参数方程的求导公

式求 

t 的
dx

dy
， 只 能 用 定 义 求

dx

dy
。 消 参 数 得












x

xx
y

,
， 所 以








 x

x

x

yxy

dx

dy

dx

dy

xx
xt

lim
)()(

lim = 

 

3．已知








)()(

)(

tftfty

tfx
, 其中  )(tf 可导，

x

y

d

d 2

=
)(tf 


. 

 t
tf

tftfttf

x

y







)(

)()()(

d

d
   

)(d

d 2

tfdt

dx

dt

dx

dy
d

x

y


















 

3.设


























t

at
y

t

at
x

 在 t 处的切线方程为（  A  ）. 

(A)  ayx ；         (B)  ayx ； 

(C)  ayx ；          (D)  ayx  
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解： t 对应的点为 ),( aa







.并且该点切线斜率为




















 ttt

t

t

t

x

y
k  

故 t 处对应点 ),( aa







处的切线方程为 

)( axay













  

即  ayx . 

二． 选择题 

1．已知







 )(

)(
tefy

tfx 
, 其中 f 可导，  )(f ，则 

tx

y

d

d
 （ D ） 

(A) ；                      (B) ； 

(C) )(f ；                  (D)   

解： 














 t

tt

tt

t

t tf

eef

x

y

x

y

)(

)(

d

d
 

2．
y xx y  ， 则 




y
xy | （ A ）． 

(A) ；                      (B) ； 

(C) ；                      (D) 不存在 

解 y
x

x
y

ln
1

ln
1

 ，即 yyxx lnln   

yyyx  ln1ln ，得
y

x
y

ln1

ln1




 ，则得 

   

 

   

 3

22

2
ln1

ln1ln1

ln1

1
ln1ln1

1

yxy

xxyy

y

y
y

xy
x

y









  





y
xy |  

 

三、








,cossin

,cosln

ttty

tx
    求 .,





dx

yd

dx

dy
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  解： .cos

cos

sin

)sin(coscos
tt

t

t

tttt

dt

dx

dt

dy

dx

dy





  ，  

).(cotcos

cos

sin

sincos
ttt

t

t

ttt

dt

dx

dx

dy

dt

d

dx

yd




















 

四、对数螺线  e 在点 ),(),(


 





e 处的切线的直角坐标方程。 

解：将曲线的极坐标方程转换为参数方程 

 
















sinsin)(

coscos)(

ey

ex
其中 为参数。 

则曲线在点





 的切线斜率为 

















 



sincos

cossin

dx

dy
 

切点为 
























eyx , 故切线方程为 )(   xey



即 



eyx 。 

五、 设 )(xyy  是由方程组






 

yte

ttx
y sin

所确定的隐函数，求







t
dx

yd
. 

解：从  ytey sin 中，可得 

y

te

te

te
y

y

y

y

t






cos

sin

cos
于是

))((

cos

yt

te

x

y

dx

dy y

t

t







  

 )])(()([cos)sin)(cos)((
)()(

)(

))((

cos

t

yy

t

y

t

y

ytyteteyetyt
yt

t

yt

te

dx

dx

dy
d

dx

yd







































 

因为   tt yy |,| ，于是









 )( ee

dx

yd

t

. 
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2.1.13 微分概念 2.1.14 微分的求法·微分形式不变性 

答案：一、填空题 

1.已知 x yxy e  ，则 dy  dx
xe

ey
yx

yx








； 

2． .,( ）且 

















aRadx
ax

c
a

x
arctg

a
d  

3． xxy )sin(  ，则 
x

dy dx   . 

二、选择题。 

1.函数 )(xfy  在某点 x 处有增量  .x ,对应的函数增量的主部等于 0.8，则

 )(xf (   C  ) 

A) . ；                      (B) . ； 

(C) ；                        (D) .  

2．若 )(xf 为可微函数，则dy为(  B  ) 

（A)与 x 无关；                      (B) 为 x 的线性函数； 

(C) 当 x ，为 x 的高阶无穷小；                         
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(D)与 x 为等价无穷小 

3.设 处）在则且 


 xxffx
x

xxf n (,)()(sin)( （C  ） 

（A)仅当 





)(sinlim)(lim f
x

xxf n

xx
时才可微；                    

 (B) 在任何条件下都可微； 

(C) 当且仅当 n 时才可微；                        

(D) 因为
x


sin 在 x 处无定义，所以不可微。 

 

三、
x

y


 arctanln ，求 dy  

dx

x
x

dy

dx
x

xx

x
d

xx

x
d

x

dy














 



















 


























arctan)(

arctanarctan

arctan

arctan

 

四、设
  2

3

3

1 2

3

x
x x

y e
x


 




, 求dy  

解：两边取对数得  )ln()ln()ln(ln  



 xxxxy  

两边微分得 

 

 

dx
x

x

x

x

xx

xx
edy x


















































 ))((

 

五、设 )()(ln xfexfy  其中 )(xf 可微，求 dy . 

解：

   
 

dxxfxfxf
x

e

xdfexfxdexf

edxfxdfeexfddy

xf

xfxf

xfxfxf

















 






)()(ln)(ln

)()(lnln)(ln

)(ln)(ln)(ln

)(

)()(

)()()(

 

 

dx
x

x

x

x

x
dy

y











































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第 2 章  一元函数微分学  

 

2.2.1 中值定理 

 

答案：一、填空 

1.  函数 rqxpxy   在区间 ],[ ba 满足 Lagrange 定理条件的点 


 ba
; 

2. 函数   sinf x x 与   cosF x x x  在区间 0,
2

 
 
 

上使Cauchy定理结论成立的点    















a r c t g ． 

3. 设函数 )4)(3)(2)(1()(  xxxxxf ，则 0)(  xf 有  3  个零点, 它们分别位于

区间 ),)(,(),,(  内. 

解：因为 f  (1 )= f  (2 ) = f  (3 ) = f  (4 ) = 0 ,函数 f (x )在区间 (1, 2) , (2, 3) , (3, 4) 上满足 Rolle

定 理 条件 ，由 Rolle 定 理得 至少 有 一点 )4 ,3(  ),3 ,2(  ),2 ,1( 321      使  

)3,2,1(     0)(  if i ，又 )(xf  为一元三次函数，因而方程 0)(  xf 最多只有三个实

根， 所以，方程 0)(  xf 有三个实根分别属于(1, 2),  (2, 3),  (3, 4). 

 

二、选择题 

1.下列函数中在 ],[ e 上满足拉格朗日定理条件的是（B  ） 

(A) )ln(ln x ；                      (B) xln ； 

(C) 
xln


；                        (D) )ln( x  

2. 若  ba 则方程   cbxaxxxf )( （B ） 

(A) 无实根;                          (B) 有唯一的实根; 

(C) 有3个实根;                       (D) 有重实根. 

3.设 1 2, , , na a a 是 n 个实数, 且  
1

1 2

1 1
1 0

3 2 1

n

na a a
n


    


 , 则函数 
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   1 2cos cos3 cos 2 1nf x a x a x a n x     在 0,
2

 
 
 

内  (  A  ) 

(A) 至少有一个零点;                     (B) 至少有 2 个零点; 

(C) 至少有n 个零点;                      (D) 至少有 2 1n 个零点. 

解：令 xnaxaxaxf n )cos(coscos)(  
， 

则  ,)s in (s ins in)( xn
n

a
x

a
xaxF n 





 

 有 ,)( 












FF  

由洛尔定理得至少存在一个零点 












,x 使 ,)( 

xF 即  )(xf . 

三、设函数  f x 在  0,1 上连续, 在  0,1 内可导, 且    0 1 0f f  , 
1

1
2

f
 

 
 

, 证明

在  0,1 内存在一点 , 使得   1f   . 

证：
2

1

2

1
,)(0(,)()( 








 FFFxxfxF ，） ，因为后二等式成立，所以存

在 












 , 使 ,)( F 故由 Rolle 定理   ),(,   使  )(F .即   1f    

四、证明： ).,(,
ln)(





 













na
n

a

a

aa

n

a nnnn

 

证：令 






 






nn
xaxf x ,,)( ，应用拉格朗日中值定理，有 







 






nn
, ，使得 

,ln 














 



nn
aaaa nn 

即
)(ln 




 



nn
a

a

aa nn


由于 ,
nn







  















nnnn )()(
，故 ,

)()( 













 n

a

nn

a

n

a nn 

.
ln)( 

















 n

a

a

aa

n

a nnnn

 

 

 

 

 

五、（8 分）设   ),(),0(,)( bababaxf 在上连续在  内可导，证明在 ),( ba 内存在  , 使得 
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)()(
2




 f
ab

f  . 

证： 使存在中值定理知上应用在和对 ),,(,cauchy],[
1

)()( baba
x

xgxf    

),(
1

)(

11

)()( 2

2






f

f

ab

afbf










即 .

)()()( 2

ab

f

ab

afbf  





由 Lagrange 中值定理知,存

在 使得),,( ba ),(
)()(

f
ab

afbf





.

)(
)(

2

ab

f
f





于是  
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2.2.2 Taylor 公式 

答案：一、填空题 

1．函数 xexxf )( 在 x 处的高阶导数 )()( f = e  

解：设  ux ，则 eeuugxf u  )()()( ， )()( )()(  nn gf ， 

则 






















  )(

!!!
)()( uouuuuuueug  

而 )(ug 的 泰 勒 展 开 式 含 u 的 项 应 为







u

g

!

)()(

， 比 较 得










  


















!!!!

)()(

e
g

，所以   egf )()( )()(
. 

 

2.   xxxx 按 )( x 的 乘 幂 展 开 的 多 项 式 为

  )()()()( xxxx . 

因为  )(,)(,)(,)(,)( fffff 故 























)()()()(

)(
!

)(
)(

!

)(
)(

!

)(
))(()(

xxxx

x
f

x
f

x
f

xffxxxx

 











































































































 



b
t

a

bt
a

tttottt
t

bt
a

ttt
t

b
t

a

ttt
baxxxx

t

tt

tx

lim

)()(limlim

lim)(lim.

 

由已知有： 



a

且 



b ，故




a ，




b . 
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二：（1） )(lim   


 xxxx

x
 

解：令
t

x


 ，则
t

tt
xxxx

tx





  







lim)(lim  

令   tttg )( ， )()(,)()()( tottgtttg 








 









 












  t

tot

t

tg

tt

)(

lim
)(

lim . 

 

(2)

































































x

xo

x

xo

x

x

xox

xox

xox

xo
x

x

x

xxxx )(

)(sinsin

lim
)]([

)(sinsin

lim
)]([

)(sin
sin

lim
)ln(

)cos(sin
lim

三、.求
x

x
xf




)( 在 x 点处带拉格朗日余项的n 阶泰勒公式。 

解：
xx

x
xf









)(  






)(
)()(

x
xf ，










)(

!
)()(

x
xf










)(

!
)()(

x
xf  

归纳得



n

nn

x

n
xf

)(

!
)()()(

 

所以












 n
n

k

n
k

k

x
n

xf
x

k

f
fxf

)!(

)(

!

)(
)()(

)()( 
， )||(    

即





 
  n

n
nkk

n

k x

x
xxf

)(
)()()(


， )||(   . 

四、求 xxf ln)(  按 x 的幂展开的带有皮亚诺型余项的n 阶泰勒公式。 

))(()()()()()(lnln nn

n

n xox
n

xxxx 


















 







 

五、设函数 )(xf 在 ],[  具有三阶连续导数，且 ,)(,)(  ff ,)( 



f  

证明：至少存在点 ),(  使  |)(| f . 
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证明：由二阶泰勒公式 

,))((
!

))((
!

))(()()( 





 








 xxfxxxfxxxfxfxf  其中 在 xx ,

之间。令



 xx , 则 

)(,)(
!

)(
!

)()()( 






































































fffff  

..



   

令



 xx , 则 

)(,)(
!

)(
!

)()()( 






































































fffff  

.



   

将（2）式减去(1)式，得 

    













  )()()()()()()(  fffffff  

即 |)(||)(| 
  ff ， 

于是     |)(||)(||)(||,)(|max  ffff  

即   
 |)(||,)(|max  ff  

所以，在区间 ),(  内至少存在一点 ，使得 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.)(  f
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2.2.3    洛必达法则 

 

 

答案：  

一：填空题： 

1． 当 x 时， )(   bxaxex 是比 x 的高阶无穷小，则 ., 



 ba  

2． 2． ._______
)(

)())((
lim 





 n

n

x x

xxx
 

3． 
!

limlimlimlim
)(

)())((
lim

n

x
n

x

x

x

x

x

x

xxx
n

n

xx

n

xxn

n

x












































 

3. ._________________,),(

ln

lim 





ama

x

x

x
arctgx

m
x

则  

 

解 ：

































































a

m
a

xmxxmx

x

mx

xxx

x

xxarctgx

x

x

x
arctgx

m
x

m
x

m
x

m
x

m
x

lim
))((

lim

lim
)ln()ln(

lim

ln

lim

 

 

二、选择题： 

1．若 ,
)(sin

lim 

 x

xxfx

x
则





x

xf

x

)(
lim 为（  C ） 

(A) ；                      (B) ； 

(C) ；                  (D)   

解： ,
)(sin

lim 

 x

xxfx

x
，根据极限与无穷小的关系知 ),(

)(sin
x

x

xxfx




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其 中 )(x 为 x 的 无 穷 小 量 。 故
x

x
xxxf


  s i n

)()(  ，































x

x

x

x

x

xx
x

x

x

x
xx

x

xf

x

xxxxx

sin
lim

cos
lim

sin
lim)(lim

sin
)(

lim
)(

lim 



2．当 x 时， xtgx ee  与 nx 是同阶无穷小，则n 为（  C ） 

(A) ; ；                      (B) ；  

(C) ；                  (D)    

解：




 













nxnx

x

xn

xtgx

xn

xtgx

x x

x

nnxnn

xx
e

x

e

x

ee sin
lim

)()(

sincos
limlimlimlim  

因 xtgx ee  与 nx 是同阶无穷小，则  nn  

 

3． 




 )()ln(

)cos(
lim

xx edxc

xbatgx
，其中 ,  ca 则必有（D  ） 

(A) db    ；                   (B) db  ；  

(C) ca  ；                     (D) ca    

解：运用洛必达法则得： 






















 c

a

xde
x

c

xb
x

a

edxc

xbatgx

xxxx

sin
coslim

)()ln(

)cos(
lim

 

即 ca   

 

三．计算下列极限 

1. 
xarc

x
x cot

)ln(

lim





          2.   












 nmx x

n

x

m
lim        3. 

x

x x

x
tg



 
)(lim


;          

4. )ln(lnlim xx
x




;         5. 2

2

lim (cos )
x

x

x









．      6. 





n

x n
ntg )(lim ( n 为自然数) 
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1． 





































x

x

xx

x

x

xx

x

xarc

x
xxxx
limlim

1

1
-

)(

lim
cot

)ln(

lim
洛必达

 












































































nm

nnmmnmnm

nmnmmn

xnnxmmxnmnm

xnmnxmmn

nxmxxnm

mnxmnx

xxx

nxnmxm

x

n

x

m

nmnm

nm

x

nmnm

nm

xnmnm

mn

xnmx

)()())((

)()(

)()())((

)()(
lim

)(
limlimlim.

 

3. ,lim)(lim
ln 






















x

x
tg

x

x

x

x
e

x

x
tg




 














































































































x

x
x

xx

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

x

x

x

x
tg

x

xxx

xx

x

x
tg

x















cos)(

lim

)(
cos

)(
lim

sin

)(
lim

)(
sin

lim
)(

)(

cos

limlim

ln

 

,lim)(lim
ln
























x

x
tg

x

x

x

x
e

x

x
tg




 

 



















 
























 

x
xxx

x

xx

xx

x

x

x
xx

xxxxx

lnln

lim
ln

lim

ln

lim

ln

)ln(
lim)ln(lnlim4.解：  

.lim )(coslim          )      

      )(lim)
tan

(lim
cot

lim
sinln

lim sinlnlim cosln)(lim       

cosln)(ln           )(cos      .     


















































eyxtx

t

t

t

t

t

t

t

t
ttxx

xxyxy

x

x

x

ttttt
x

x

















所以（令

而

则令








 





















 




x
tgxx

xee
x

xtg
n

ntg x
tgxx

x

x

x

n

x

lnln
limlnln

lim)(lim)(lim.



                 学院            班级  姓名               学号          

35 






































 eeee
y

y
yy

yy

y

y

tgy

y

y

y
y

tgyy

y

y
x

cossin

sin
sec

)ln(ln

limlimlimlim

 

 

四、.试确定常数 CBA ,, 的值，使得 ),()(   xoAxCxBxex 其中 )( xo 是当 

x 时比 x 的高阶无穷小. 

解：根据题设和洛必达法则： 
































































CBA

CB

C

CxCB

x

CxxCBBCe

x

ACxCxBxBe

x

AxCxBxe

x

x

x

x

x

x

x

,,2B

0A-B1

]
lim

])([
lim

)(
lim

)(
lim

得得

 

五、.设函数 )(xf 有一阶连续导数， )(f 存在，且 )(f .又函数













xa

x
x

xf

xg

,

,
)(

)(  

（1）确定常数a 的值，使 )(xg 处处连续； 

（2）对（1）中确定的 a ，讨论 )(xg  在 ),(  上的连续性。 

解：（1） ).(
)()(

lim)(lim 





f
x

fxf
xga

xx
 

（2）当 ,x 时，





x

xfxfx
xg

)()(
)( ； 

当 x 时 ，

)(
)()(

l i m
)()(

l i m

)(
)(

l i m)( 


















f
x

fxf

x

fxxf

x

f
x

xf

g
xxx

 

 




















xf

x
x

xfxfx

xg

)(

)()(

)(  

再讨论 )(xg  在 ),(  上的连续性 
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当 ,x 时， )(xg  连续。当 x 时 

)()()()(

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim

)()()()(
lim

)()(
lim)(lim




































gfff

x

xff

x

fxf

x

xffx

x

fxxfx

x

xffxfxxfx

x

xfxfx
xg

xxxx

xxx

 

)(xg 在 ),(  上的连续。 
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第 2 章  一元函数微分学  

2.3.1 函数的单调增减性的判定 2.3.2 函数的极值及其求法 

2.3.3 最大值及最小值的求法 

 

 

一、填空 

1．函数 )ln(  xxy 的单调递减区间为  (-1, 0)  ，单调递增区间为 (0，+∞ )   

2.  函数











xx

xx
y

x

当
e

x


 ，
e

e
y










 
 为极小值，当 x ， y 为极大值 

3. 函数   2f x x x  在  0, 4 上的最大值为 8  , 最小值为 0   ; 

二、 选择题 

1． 



 )(

)()(
lim

ax

afxf

ax
则 )(xf 在 ax  处( C) 

(A) 不可导；                      (B) 可导且  )(af  

(C) 有极大值                       (D) 有极小值 

2．函数 )(ln)(  kk
e

x
xxf 在 ),(  的零点个数为 ( B ) 

(A) 1                      (B) 2 

(C) 3                      (D) 0 

3. 设方程
2

1
1kx

x
  在  0, 有且仅有一个实根, 则k 的取值范围为 (  D    ) 

(A) 
2 3

,
9

 
 
 

;                              (B)  , 0 ;   

(C)  
2 3

,0
9

  
 

  
 ;                         (D)  

2 3
,0

9

  
 

  
  

三、当 x 时， .)(ln)(   xxx  

证 明 ： 令 ,ln)(





x

x
xx 则 ,

)()(
)(





 












xx

x

xx
x 故 当

,x ,)(  x 故 )(x 在 上单调递增，),(  ,)(  所以当  x 时， .)( x
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当  x 时， .)( x 于是当 x 时 ,)(ln)()()(   xxxxx  即

.)(ln)(   xxx  

四、设 ,
)(

lim 
 x

xf

x
且 ,)(  xf 证明 xxf )( . 

证 明 ： 按 题 意  )(xf  存 在 ， 于 是 )(xf 连 续 ， 又 ,
)(

l i m 
 x

xf

x
知

,
)()(

lim
)(

lim)(,)(lim)( 



 x

fxf

x

xf
fxff

xxx
令 xxfxF  )()( ，则 

,)()(,)()(  xfxFxfxF 且 )(xF  单 调 增 加 ， 从 而 当

,x ,)()()(  fFxF 当 ,x ,)()(  FxF 即 )(xF 在 ],(  单调

下降，在 ),[  单调上升，因此 )(xF 的最小值是 )(F ，故 Rx 有 ,)()(  FxF  

即 xxf )( 。 

五． 已知某物资全年需要量为a 吨, 分若干批生产, 每批生产的准备费为 1440 元, 除准备

费外, 每批生产中直接消耗的费用与产量的平方成正比. 当每批生产50吨时, 直接消耗的生

产费用是 1000 元. 求每批生产多少吨时全年的总费用最省? 

解 设每批生产 x 吨, 则全年需分
a

x
批生产, 总的生产准备费用为

1 1440
a

y
x

  

依题意, 每批直接消耗的生产费用为
2z kx , 将

50
1000

x
z


 代入上式, 解得 0.4k  ,  

即
20.4z x . 直接消耗的生产费用之和为 2

2 0.4 0.4
a

y x ax
x

   . 

全年的总费用  1 2 1440 0.4 0
a

y y y ax x
x

     作为目标函数.  

令
2

1440
0.4 0

a
y a

x
     , 解得

1 260, 60x x   (舍去),  

又
360

2 1440
0

60x
y




   , 故 60x  是唯一极小值点, 同时也是最小值点. 
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2.3.4 曲线的凹性及其判定法 2.3.5 曲线的拐点及其求法 

2.3.6 曲线的渐近线     2.3.7 函数图形的描绘方法 

答案：一、填空题 

1. 
 xexy 的渐近线方程为__y=0____. 

2．曲线
arctgxx

exx
y

x

)(

)(












的渐近线的条数为  __3 条____. 

解： ,
)(

)(
lim




















 arctgxx

exx x

x 













 arctgxx

exx x

x )(

)(
lim  

故



y 及




y 为 )(xf 的水平渐近线。 

（2）使 )(xf 没有意义的点 ,,,  xxx  

,
)(

)(
lim 










 arctgxx

exx x

x
x 是铅直渐近线。 

,
)(

)(
lim



e

arctgxx

exx x

x














x 不是铅直渐近线。 

















 ,  

,lim
)(

)(
lim 














  arctgx

e

arctgxx

exx x

x

x

x

x 是铅直渐近线。 

 

2..曲线 3 5)1(  xxy 在 











 , 和  , 内是凹的，在 













, 内是凸的 ,拐点为






















 

, 和  ,  

 

 

二、.选择题. 

1. 下列说法中正确的是 (  D   ) 

(A) 若   0 0,x f x 为拐点, 则  0 0f x  ;  (B) 若  0 0f x  , 则   0 0,x f x 必为拐点; 
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(C)  若   0 0,x f x 为拐点, 则在   0 0,x f x 处曲线必有切线;   (D) 以上说法都不正确. 

2.曲线













x

x

e

e
y (  D  ) 

(A) 没有渐近线                     (B) 仅有水平渐近线 

(C) 仅有铅直渐近线                 (D) 既有水平渐近线，又有铅直渐近线 

3．设 )(xf 的导数在 ax  处连续，又 




 ax

xf

ax

)(
lim 则( B  ) 

(A) ax  是 )(xf 的极小值点                   (B) ax  是 )(xf 的极大值点 

(C) ))(,( afa 是曲线 )(xfy  拐点              

(D) ax  不是 )(xf 的极值点， ))(,( afa 也不是曲线 )(xfy  拐点 

解：由 




 ax

xf

ax

)(
lim ，得 


)(lim xf

ax
，又 )(xf 的导数在 ax  处连续，可得




)()(lim afxf
ax

， 










 ax

xf

ax

afxf
af

axax

)(
lim

)()(
lim)(  所以 ax  是

)(xf 的极大值点. 

三、证明不等式 .,









yx

yx
tgtgytgx  

证：令 xxftgxxf  sec)(,)( . 









  

xxtgxxf sec)( , 

所以 )(xf 在 












, 内是凹的，即有


















 
yx

yx
fyfxf ,)]()([ . 

由此得









yx

yx
tgtgytgx , . 

四、试决定 22 )3(  xky 中 k 的值，使曲线在拐点处的法线通过原点. 
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.              

)(           )(         

).  ,(    ),  ,(       

,              

)(        ),(            

     ,   

,


































k

k
k

x
k

kyx
k

ky

kk

yxy

xkyxkxy

yk

得又法线过原点，由此均

及

程分别为从而在拐点处的法线方

拐点为

均改变符号的左右两侧，且在得令

，它没有拐点，否则曲线为解：显然

 

五、描绘曲线
xe

y



31

2
的图形.  

:     , ) ,ln (  

,ln                  ,
)(

)(
             

          
)(

          

          ,          :

lim         ,lim         :

.          ),,(      

列表讨论拐点

单增又

有两条渐近线

渐近线

无奇偶性、周期性解：定义域：







































xy
e

ee
y

e

e
y

yy

ee

x

xx

x

x

xxxx

 

x   (-∞,ln3)     ln3   (ln3,+∞) 

  )(xf   
    +     + 

)(xf   
    +     0    - 

)(xf  
凹增     拐点   凸增 

如图： 
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2.3.8 弧微分·曲率      2.3.9 曲率圆·曲率半径 

一、填空题 

1．椭圆   yx 在点 ),(  处的曲率为___________. 

2.设抛物线 2y ax bx c   在 0x  处与曲线 xey  相切, 又有共同的曲率半径， 则 

a _______, b _______, c _______. 

 . ,    ,        .       
)()(

           

.,

,(0)                               

;               ,                                   

;     ,)(        

0







































cbaa
a

x

ecyb

yey

aybbaxy

xx

x

x

xx

故

有即曲率相等两曲线的曲率半径相等处在

又

解：依题意有：

 

3. 曲线 lny x 上曲率  k x 的最大值=______________. 

解. lny x 的定义域为  0, , 在其定义域内有
2

1 1
,y y

x x
    , 所以曲线上任意点x
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处的曲率为  

   

2

3 3 3
2 22 2 2

2

1

1 11 1

y xxk x

xy
x


  

        
 

, 显然  k x 在  0, 上可导, 

且 

 
 

2

5
2 2

1
0,0

2

1 2 1
0,

2
1

1
0,

2

x

x
k x x

x

x


  


 
   




 


, 由此可知,  k x 在点
1

2
x  处取得最大值

2

3 3
. 

 

二、选择题 

1．若 )(xf  不变号，且曲线 )(xfy  在点 ),(  处的曲率圆为   yx ，则函数 )(xf 在

区间 ),(  内（ B ） 

(A) 有极值点，无零点                      (B) 无极值点，有零点  

(C 有极值点，有零点                      (D) 无极值点，无零点  

解：由题意知， )(xf 是一个凸函数，即  )(xf ，由














 ))((

||

y

y
k ， 

得到  )()( fy 与  )()( fy ，在 ],[  上 ,)()(  fxf 即 

)(xf 单 调 减 少 ， 没 有 极 值 点 ， 又

 )(.)(),,(,)()()( fffff  ， 

由零点定理， )(xf 在 ],[  上有零点，应选（B）.  

2．抛物线   xxy 在顶点处的曲率及曲率半径为（ B  ） 

(A) 顶点 ),(  处的曲率为



，曲率半径为 2；       

(B) 顶点 ),(  处的曲率为 2，曲率半径为



 ； 
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(C)顶点 ),(  处的曲率为 1，曲率半径为 1；                         

(D) 顶点 ),(  处的曲率为



，曲率半径为 2. 

解:抛物线顶点 ),(  ,  yxy , ,故顶点处的曲率为 ,
)(

||











x
y

y
k 曲率

半径为



 . 

3.求曲线 tyttx cos,sin   上对应于参数 t 的点 P 处的曲率圆方程为（  D ） 

（A）   )()( yx                   （B）



  )()( yx   

（C）   )()( yx                   （D）   )()( yx   

解：先求出对应参数 t 的点 ),( P ，再由












)cos(
,

cos

sin

tdx

yd

t

t

dx

dy
， 

可得









PP dx

yd

dx

dy
, ，所以曲线在点 P 的曲率半径 
















),(

),( ||

))((



 y

y
R ， 

曲率中心坐标为 












),(
||

])([

y

yy
， 










),(
||

)(




y

y
， 

于是得到曲率圆方程为   )()( yx  . 

 

二、选择题 

三、求双纽线   cosar 在 0  处的曲率及曲率半径. 

.,

)(

             

                                            

coscos

)cos(
                

cos

sin
 







































a
R

a
rr

rrrr
k

ararr

a
r

a
r













 又

解：

 

四、一飞机沿路径





x
y （ y 轴铅直向上，单位为米)作俯冲飞行，在最低点

处飞机的速度最大为 smv  ，飞行员体重 kgG  ，求飞机俯冲时座椅对飞行员的
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反力的最大值. 

解：飞行路径是方程为 )(,
)(





 







y
xy

的双曲线上支，最低点即顶点有

最 小 的 曲 率 半 径 r 米 ， 所 以 飞 行 员 所 受 的 最 大 的 向 心 力













r

mv
F 牛 , 故飞机俯冲时座椅对飞行员的反力的最大值为





 ..mgF 牛 

五、t为何值时， 曲线
 

 

sin
,0 2

1 cos

x a t t
t

y a t


 
 

 

的曲率最小？求出最小曲率，写出该点

的曲率半径. 

解：







t
a

tk

sin

)( ，欲使 )(tk 最小，等价于


t
sin 最大，故当 



t
sin ，即 




t
sin ，即 t 时曲率最小，且 .,min a

k
R

a
k 







  
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