
练习 3.1 

（3.1.1 原函数与不定积分的概念） 

一、选择题： 

1. 若 )(xf 的导数是 xsin ，则 )(xf 的一个原函数为（    ）. 

（A） xsin1               （B） xsin1  

（C） xcos1               （D） xcos1  

解：因为 xxf sin)(  ，若设 )(xF 是 )(xf 的原函数, 则须 xxF sin)(  , 故应选（B）. 

2.设 )(xf 连续，则 
 ]d)e([ xf x （    ）. 

（A） )e( xf 
               （B） xf x d)e( 

 

（C） )e(e xx f 
            （D） )e(e xx f    

解：记 )e()( xfxg  ，那么 )e()(]d)([]d)e([ xx fxgxxgxf    .故应选（B）. 

3.函数 )(xf 在区间 I 上连续是 )(xf 存在原函数的（    ） 

（A）充分而非必要条件      （B）必要而非充分条件 

（C）充分必要条件          （D）既非充分又非必要条件 

解：选（A） 

二、填空题： 

1.设 )(xF 是函数
x

e x

的一个原函数，则 )x(F 2d                     . 

解：根据原函数的概念知，
x

e
xF

x

 )( ，从而 

dx
x

e
xdx

x

e
xdxxFxdF

xx 22

2
22)()(

2

22  . 

2. 已知 )(xf 的一个原函数为 xx 2cose3
，则  x)x(f d                             . 

解：根据原函数的概念知， )2sin22cos3()2cos()( 33 xxexexf xx  ，从而 

CxxeCxfdxxf x  )2sin22cos3()()( 3
. 

3.  xxd2sin1                          ).cos(sin xx   

解：原式 Cxxdxxx   cossin)sin(cos . 

三、计算解答 



1. ⑴  xxxx d432 32                    ⑵ x
xx

x
d

cossin

2cos
22

 

解：⑴原式 Cdx
x

x 



  )432ln(

)432(
)432(

32

32
32

. 

⑵解：原式 Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

xx



  seccsc

cos

1

sin

1

cossin

sincos
2222

22

. 

2.已知 )(xF 在  1,1 上连续，在 )1,1( 内
21

1
)(

x
xF


 ，且 ,

2

3
)1(


F 求 )(xF . 

解：因为 Cxdx
x

dxxFxF 


  arcsin
1

1
)()(

2
，又 ,

2

3
)1(


F 所以 C ，

故  xxF arcsin)( . 

3. 已知 0)0(),4()(  fxfxf ，且在 )2,2( 内 xxf  )( ，求 )9(f . 

解：因为









,02     ,

,20        ,
)(

xx

xx
xf 所以


















,02     ,
2

,20        ,
2

)(

2

2

1

2

xC
x

xC
x

xf  

又因为函数可导必连续，则有 )00()00()0(  fff ，从而 021  CC ，故


















,02     ,
2

,20        ,
2

)(
2

2

x
x

x
x

xf 则有
2

1
)1()5()45()9(  ffff . 

 

 

练习 3.2 

（3.1.2 不定积分的性质） 

一、选择题 

1．下列结论不正确的是（    ）. 

（A）一切初等函数在其定义区间上都有原函数  （B）凡奇函数的原函数都是偶函数 

（C）若 )(xf 的某个原函数为常数，则 0)( xf  （D）   xxfxxf d)(]d)([  

解：应选（D）. 

2. 设

2
2

2
( 1) ln

1

x
f x

x
 


，且 ( ( )) ln(1 )f x x   ，则不定积分 ( )dx x  （    ） 



（A） ln x ；  （B） ln x C  ；  （C） ln x ；   （D） ln x C  

解：
2

2

2 2

1
( 1) ln ln(1 )

1 1

x
f x

x x
   

 
，令

2

1

1
t

x



，

1
( ) ln(1 )f t
t
  ，故

1
( )x

x
  ，

( )d lnx x x C   ，选（D） 

3.设 ( )F x 是函数 ( )f x 在 ( , )a b 上的一个原函数，如果在点
0 ( , )x a b 处有

0( ) 0f x  ，

0( ) 0f x  ，则（    ） 

（A）
0x 是 ( )F x 的极小值点 

（B）
0x 是 ( )F x 的极大值点 

（C）
0 0( , ( ))x F x 是曲线 ( )y F x 的拐点 

（D）
0x 不是 ( )F x 的极值点 

解：选（A） 

二、填空题 

1.  xxfx d)13( 2                               . 

解： Cxfxxfxxfx   )13(
6

1
)13(d)13(

6

1
d)13( 2222 . 

2.设 )(xf 在 ),0(  内可导，且当 0x 时，有 Cxxxf x  

 e)1(d)( 3 ，则 

)1(f                .  

解：依题意， xx xxxf   e)2(]e)1[()( 3 ，令 1x 得 1e)1( f . 

3.设
1    0 1

(ln )
       1

x
f x

x x

 
  


及 (0) 2f  ，则函数 ( )f x =                

解：令 ln , tt x x e  ，
1       0

( )
     0t

t
f t

e t


  


，

1

2

       0
( )

+C       0x

x C x
f x

e x

 
 


，由 (0) 2f  及 0x 

处的连续性得
2      0

( )
+1      0x

x x
f x

e x

 
 


. 

三、计算 

1.

3 2

4

2 1
d

x x
x

x

 
         2. 

4 4

3

2
d

x x
x

x

 
        3. 

2 2

4

1 1
d

1

x x
x

x

  


  



解：1.原式=

1 5 1 5 17 3

4 12 4 4 12 4
4 24 4

( 2 )d
5 17 3

x x x x x x x C


       

2.原式=

2 2 2

2 2

3 3 5 4

1 1
( )

1 1 1
d d ( )d ln

4

x x
x xx x x x C

x x x x x

 

         

3.原式=
2 2

1 1
( )d

1 1
x

x x


 
  

2
2 2

2

1
ln 1 ln 1 ln

1

x x
x x x x C C

x x

 
        

 
 

 

练习 3.3 

（3.1.3 基本积分表） 

一、选择题 

1.设有函数 )ln()ln( bxax 与 ，且 ba  ，则（    ）. 

（A） )ln( ax 的原函数是
ax

1
， )ln(bx 的原函数是

bx

1
 

（B） )ln( ax 与 )ln(bx 的原函数都是
x

1
 

（C） )ln( ax 与 )ln(bx 的原函数不相等 

（D） )ln( ax 与 )ln(bx 的原函数相等，但不是
x

1
 

解：应选（C） 

2.设 )(xf 连续，且 CxFxxf  )(d)( ，则下列各式中正确的是（    ）. 

（A） CFxf xxx  )e(de)e( 222       （B） CxFxxxf  )(sindcos)(sin  

（C） CxFxxxf  )(cosdsin)(cos   （D） C
x

Fx
xx

f  )
1

(d
1

)
1

(
2

 

解：本题考查不定积分凑微分法，只有（B）正确，其余三个选项都是错误的，其正确形式

如下： CFfxf xxxxx   )e(
2

1
de)e(

2

1
de)e( 22222

， 

CxFxxfxxxf   )(cosdcos)(cosdsin)(cos ， 

C
x

F
xx

fx
xx

f   )
1

()
1

(d)
1

(d
1

)
1

(
2

. 

3.设
2 2(cos ) sinf x x  ，则不定积分 ( )df x x  （    ）. 



（A） 2 31 1

2 6
x x Cx        （B） 2 31 1

2 6
x x Cx C    

（C） 2 31 1

2 6
x x C         （D） 2 3

1 2

1 1

2 6
x x C x C    

解：令 2cost x ， ( ) 1f t t   ，
2

( )
2

t
f t t C   ， 2 3

1 2

1 1
( )d

2 6
f x x x x C x C    ，

选（D） 

二、填空题 

1.不定积分
13 2

d
4

x x

x
x


                 

解：原式=
1

3 1 3
( ) ( ) ( )

3 1 14 2 4( ) 2 ( ) d 2
3 14 2 ln 3 ln 4 2 ln 2

ln ln
4 2

x x x

x x

x
x C C


        

  

2.不定积分 (1 1 )dx x x                    

解：

2           1

1 1 2          1 1

2              1

x x

x x x

x x

  


      
 

，原式=

2

1

2

2

3

+C           1

2       1 1

+C              1

x x

x C x

x x

  


   




 

3.设 ( ) ( 4) ( )f x f x x     ， (0) 0f  ，且在[ 2, 2) 内  2( ) max 1,f x x  ，则

(5)f 及 (2)f 分别为                

解：

2   - 2 1,1 2
( )

1             -1 1

x x x
f x

x

     
  

 
，

3

1

2

3

3

      2 1
3

( )         1 1

        1 2
3

x
C x

f x x C x

x
C x


    


    

   


，由 (0) 0f 

及 1,1x   处的连续性，得

3

3

2
    2 1

3 3

( )               1 1

2
+         1 2

3 3

x
x

f x x x

x
x


    


   

  


 

所以
10

(5) (1) 1, (2) ( 2)
3

f f f f       

三、计算 

1.
2

1 1
ln d

1 1

x
x

x x



           2. 
3

sin cos
d

sin cos

x x
x

x x




        3. 

2

4

1
d

1

x
x

x



  



解：1.原式=
21 1 1 1 1

ln d(ln ) ln
2 1 1 4 1

x x x
C

x x x

  
 

    

2.原式=

2

33

3

1 3 3
d(sin cos ) (sin cos ) 1 sin 2

2 2sin cos
x x x x C x C

x x
      


  

3.原式=
2

2 2

2

1 1
1 2

1 1 1
d d( ) ln

1 1 12 2( ) 2 2

x
x xx x C

x
x x x

x x x

  

   

    
   

2

2

1 2 1
ln

2 2 2 1

x x
C

x x

 
 

 
 

 

练习 3.4 

（3.1.4 换元积分法） 

一、选择题： 

1. 已知 Cxxxf
x





2

2
arcsin2d)(arcsin

1

1
，且 1)0( f ，则 )(xf （    ）. 

（A） 12 2 x ；  （B） x2arcsin2 ；  （C） 22x ；  （D） Cx 2arcsin2  

解：因为 1
2

)(arcsin)arcsind()(arcsind)(arcsin
1

1
Cxfxxfxxf

x



 ， 

从而 0

2arcsin2)(arcsin Cxxf  ，则有 0

22)( Cxxf  ，由 1)0( f 得 10 C ， 

故 12)( 2  xxf ，应选（A） 

2. 设 xxf  e)( ，则 


 x
x

xf
d

)(ln
（    ）. 

（A） C
x


1
；  （B） Cx  ln ；  （C） C

x


1
；  （D） Cx ln  

解：因为 C
x

CeCxfxdxfdx
x

xf x 
 


1

)(lnln)(ln
)(ln ln

，故选（C） 

3.用换元法计算不定积分
2

1
d

1
x

x x 
 时使用变量代换（    ）是不适宜的. 

（A）
2 1t x  ； （B） tan ( )

2 2
x t t

 
    ； （C）

1
x

t
 ； （D）

2t x  

解：选（D） 

二、填空题： 



1.设 Cxxxxf  lnsind)( ，则 


 x
xf

xf
d

)(

)(
                             ； 

 xxfxf d)()(                                     .  

解：因为
x

x
xxCxxxf

sin
lncos)ln(sin)(  ， 

所以 C
x

x
xxCxfxdf

xf
dx

xf

xf





sin
lncosln)(ln)(

)(

1

)(

)(
； 

C
x

x
xxCxfxdfxfdxxfxf  

22 )
sin

ln(cos
2

1
)(

2

1
)()()()( . 

2. 


 22

d

xa

xx
                          .  

解一：令 tax sin ，则 CxaCtatdta
xa

xdx





22

22
cossin . 

解二： Cxa
xa

xad

xa

xdx










22

22

22

22

)(

2

1
 

3.设 0a ，不定积分 



)ln()(

d

baxbax

x
                            . 

解：原式 Cbax
abax

baxd

abaxbax

baxd

a










  )ln(

2

)ln(

)ln(1

)ln()(

)(1
 

三、计算下列不定积分： 

1.  xxx dsincos 34 ；     2. 


x
x

x
d

92

；  3. 



x

xx

x
d

443

1

2
；   

解：1. Cxxxdxxdxx  
572434 cos

5

1
cos

7

1
cos)1(coscossincos

 

2. 令 tx sec3 ，则 Cttdtttdtdx
x

x



 3tan3)1(sec3tan3

9 22
2

 

C
x

x 
3

cos392
 

3. 解：原式 

















22

2

2 )
2

1
(1

)
2

1
(

4

3

4

3

)
4

3
(

4

1

4

3

312

4

1

x

xd

xx

xxd

dx

xx

x
 



Cxxx  )
2

1
arcsin(

4

3
443

4

1 2
 

练习 3.5 

（3.1.5 分部积分法） 

一、选择题： 

1.设
x

xln
为 )(xf 的一个原函数，则  xxfx d)( （    ）. 

（A） C
x

x


ln
；  （B） C

x

x



2

1ln
；  （C） C

x


1
；  （D） C

x

x

x


ln21
 

解：依题意，
2

ln1
)

ln
()(

x

x

x

x
xf


 ，

0

ln
)( C

x

x
dxxf  ，所以 

C
x

x

x
C

x

x

x

x
dxxfxxfxxdfxxfx 


 

ln21lnln1
)()()(d)( ， 

故应选（D） 

2.设 xe 是 )(xf 的一个原函数，则  xxxf d)( （    ）. 

（A） Cxx  )1(e ；  （B） Cxx  )1(e ；  （C） Cxx  )1(e ；  （D） Cxx  )1(e-  

解：因为 )e()(  xxf ,则 )e(dd)e(d)( xx xxxf   ，于是 

CxCxxxxxxxf xxxxxx  

 )1(eeedee)e(dd)( ，故应选（B） 

3．甲、乙两学生分别用以下的不同方法计算不定积分 
1

d
(1 )

x
x x

 ： 

甲：
2

1 2
d d 2arctan 2arctan

1(1 )

t x

x t t C x C
tx x



    


   

乙：
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  ，移项合并得
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x C
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

  

你的判断是（   ） 

（A）甲的计算方法正确而乙的计算方法不正确 

（B）甲的计算方法不正确而乙的计算方法正确 

（C）甲、乙的计算方法都正确 

（D）甲、乙的计算方法都不正确 

解：选（A） 

二、填空题： 

1.设 xxf x cose)(  ，则  xxfx d)(                                        . 

解： Cxfxfxxxfxfxxfxxxfx   )()(d)()()(dd)(  



CxexexexCxexex xxxxx  cos)sincos(cos)cos(  

2.  xxx dsec2                                             . 

解： Cxxxxdxxxxxdxdxx   coslntantantantansec2 . 

3.  x
x

d
1
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 dx

x

x

x
x

x
xd

x
xdx

x 21

1
arctan)

1
(arctan

1
arctan

1
arctan  

Cx
x

xxd
xx

x 


  )1ln(
2

11
arctan)1(

1

1

2

11
arctan 22

2
 

三、计算下列不定积分： 

1.  xxx d2sin2 ；                  2.  x
x

xx
d

cos

sin
5

； 

3.  


x

xex

x
x

d
)1(

1
；              4.   xxx

x

e x

d)ln1( ； 

解：1.原式   xdxxxxxdx 2cos2cos
2

1
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1
( 22  

  xdxxxxxxxdxx 2sin
2
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Cxxxxx  2cos
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1
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2.
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x
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  xdxxxxdxxx tan)tan1(
4

1
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4

1
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4

1
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1 2444  

Cxxxx  34 tan
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1
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1
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1
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3. 原式  



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C
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






  1

ln)1ln()ln(
1

)1()(
. 

4. 原式   xdxexdexdxedx
x

e xxx
x

lnlnln  

Cxexdxexdxexe xxxx   lnlnlnln . 

练习 3.6 

（3.1.6 有理函数的分解） 



一、选择题 

1. 设
2

2 2( 1) ( 1)

x ax b

x x

 

 
的原函数为有理函数，则常数 ,a b的值分别为（    ） 

（A）0，1； （B）1，0.5； （C）1，1； （D）0，0.5 

解：
2

2 2 2 2

A
d = d

( 1) ( 1) 1 ( 1) 1

x ax b B Cx D
x x

x x x x x

  
 

       

2

1=Aln +1 - ln +1 +Darctan
1 2

B C
x x x C

x
 


 

要上式为有理函数，则需满足 A 0, 0, 0C D   ，即
2

2 2 2( 1) ( 1) ( 1)

x ax b B

x x x

 


  
，B 是常

数，故 0, 1a b  ，选（A） 

2. 
3

2 2 2

3 1

( 1) ( 1)

x x

x x

 

 
的部分分式的形式为（    ） 

（A）
2 2 2( 1) ( 1)

A Bx C

x x




 
； （B）

2 2 2 21 ( 1) 1 ( 1)

A B C D

x x x x
  

   
；  

（C）
2 2 2 21 ( 1) 1 ( 1)

A B Cx D Ex F

x x x x

 
  

   
； （D）

2 2 2 2( 1) 1 ( 1)

A Bx C Dx E

x x x

 
 

  
 

解：选（C） 

3. 
2

2

1

( 1)( 2 1)

x

x x x



  
的部分分式的形式为（    ） 

（A）
21 2 1

A Bx C

x x x




  
； （B）

21 2 1

A B

x x x


  
；  

（C）
21 2 1

A Bx

x x x


  
； （D）

21 1 ( 1)

A B C

x x x
 

  
 

解：选（D） 

二、填空题 

1. 
2 3

d
( 2)( 5)

x
x

x x




                         . 

解：待定系数法，原式=
1 1

( + )d ln 2 ln 5 ln ( 2)( 5)
2 5

x x x C x x C
x x

        
   

2. d
( 1)( 2)( 3)

x
x

x x x


                          . 



解：待定系数法，原式=

1 3
2 1 d d 3 d2 2( + + )d 2

1 2 3 2 1 2 2 3

x x x
x

x x x x x x

 

   
          

4

3

1 3 1 ( 2)
ln 1 2ln 2 ln 3 ln

2 2 2 ( 1)( 3)

x
x x x C C

x x


         

 
 

3. 
4

4 2
d

5 4

x
x

x x


                         . 

解：待定系数法，原式=
2 2

1 16 1 8
1 d arctan arctan

3( 1) 3( 4) 3 3 2

x
x x x C

x x

 
      

  
  

三、计算 

1.  


x

xx

xx
d

22

32
2
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；        2.  
x

xx

x
d

233
；          3. 

2

2

1
d

( 1) ( 1)

x
x

x x



   

解：1.利用带余除法，将被积函数由假分式化为整式与真分式之和，得 

原式  


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
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 
 x

x
xxx

x
d

)1(1

3
)22ln(22

3 2

2
3

 

Cxxxx
x

 )1arctan(3)22ln(22
3

2
3

. 

2. 利用待定常数法将其分解为最简分式之和，设 

223 )1(12)1)(2(23 
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
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通分整理得 )22()2()( 2 CBAxCBAxBAx  ， 

比较等式两边同次幂的系数，得









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解得
3

1
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9

2
,

9

2
 CBA . 
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x

x

dx
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x
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x



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
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1
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3. 利用待定常数法将其分解为最简分式之和，设
2

2 2

1

( 1) ( 1) 1 ( 1) 1

x A B C

x x x x x


  

    
，



通分整理得

1

2 0

1

A C

B C

A B C

 


 
   

，解得
1 1

, 1,
2 2

A B C    ， 

故
2

2 2

1 1 1 1
d [ ]d

( 1) ( 1) 2( 1) ( 1) 2( 1)

x
x x

x x x x x


  

       

21 1 1 1 1
ln 1 ln 1 ln 1

2 1 2 2 1
x x C x C

x x
         

 
 

练习 3.7 

（3.1.7 有理函数的积分） 

一、选择题 

1.下列不定积分计算不正确的是（    ） 

（A）  
dx

x

x

2
2ln 2x x C    ；   （B） 

dx
x

x

2

2 2

2 4ln 2
2

x
x x C     ；  

（C） 
dx

x

x
2)2(

2
ln 2

2
x C

x
    


（D） 

dx
x

x
2

2

)2(

2
4ln 2

2
x x C

x
    

  

解：选（C）原式 C
x
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x

x














  2

2
2ln]

)2(

2

2

1
[

)2(

2)2(
22

. 

2.下列不定积分计算不正确的是（    ） 

（A）  
dx

x

x
22

21
ln(2 )

2
x C   ；   （B） 

dx
x

x
2

2

2

21 2ln(2 )x C    ；  

（C）  
dx

x

x
2

3

2

2
2ln(2 )

2

x
x C   

  

（D） 
dx

x

x
22 )2( 2

1 1

2 2
C

x
   

  

解：选（B）原式 C
x

xdx
x

dx
x

x








 

2
arctan2)

2

2
1(

2

2)2(
22

2  

3．设 )(xf 为连续的单调函数， )(1 xf  是其反函数，且 CxFxxf  )(d)( ，则 


 xxf d)(1 （    ）. 

（A） )(1 xxf  ；                     （B） Cxxf  )(1 ； 

（C） CxfFxxf   )]([)( 11 ；      （D） CxfF  )]([ 1  

解：记 )(1 xfy  ，则 )(yfx  ，有 



CyFyyfyyfyyfyfyxxf  
 )()(d)()()(dd)(1  

           CxfFxxf   )]([)( 11 .  故选（C） 

二、填空题 

1. 
2

d

( 1)( 1)

x

x x x x   =                     .  

解：原式=
2

1 1 1 2 2 1
( )d ln arctan

1 1 1 3 3

x x
x C

x x x x x


    

     

2. 2

3
( ) d

3 2

x
x

x x  =                     .  

解：原式=
2 2

4 1 4 4 1 1 4
d 4ln

1 ( 1) 2 ( 2) 2 1 2

x
x C

x x x x x x x

  
       

       
  

3.   210 )1(

d

xx

x
 =                      

解：原式  










221010
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21010

9

)1(

d

10

1

)1(

d
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1

)1(

d
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u

xx

x
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xx xu

 

 









 u

uuu
u

uuu
d]

)1(

1

1

11
[

10

1
d]

)1(

1

)1(

1
[

10

1
22

 

C
xx

x
C

uu

u














1

1

10

1

1
ln

10

1

1

1

10

1

1
ln

10

1
1010

10

. 

三、计算 

1. 
2

4

(1 )
d

1

x x
x

x



 ；             2.  
x

x

x
d

)1(

ln
2

；           3.  


x

x

xxx
d

1

12
3

34

 

解：1.原式 Cxx
x

dx

x

dx






  )1ln(

4

1
arctan

2

1

14

1

)(12

1 42

4

4

22

2

. 

2. 原式  












 dx

xxx

x
dx

xxx

x

x
xd )

1

11
(

1

ln

)1(

1

1

ln
)

1

1
(ln  

C
x

x

x

x
Cxx

x

x











1
ln

1

ln
1lnln

1

ln
. 

3. 解：原式  





 dx

x

x
xdx

x

xxxx
)

1
12(

1

122
33

34

 



 










 dx

xx

x
xxxdx

xx

x

x
xx

1

312

2

1

3

1
1ln

3

1
)

1

1

1

1
(

3

1
2

2

2

2  








 dx

x

dx
xx

x
xxx

4

3
)

2

1
(

1

2

1

1

12

6

1
1ln

3

1

2
2

2  

C
x

xxxxx 



3

12
arctan

3

3
)1ln(

6

1
1ln

3

1 22 . 

练习 3.8 

（3.1.8 三角函数的有理式的积分） 

一、选择题 

1.下列不定积分的计算中，使用分部积分法失效的是（   ） 

（A） e sin dx x x ；                     （B）
e

d
x

x
x

； 

（C） 2e dxx x ；                       （D） arctan dx x x  

解：选（B） 

2.
cos 2

1 sin cos

x

x x
的一个原函数为（   ） 

（A） ln(2 sin 2 )x ；                     （B）ln(1 sin 2 )x ； 

（C） ln 2 sin 2x ；                      （D） ln(2 sin 2 )x  

解：选（A） 

3.下列不定积分计算不正确的是（   ） 

（A） 3

6 6

1
d arctan(tan )

sin cos
x x C

x x
 

    

（B）
6 6

1 1
d arctan( tan 2 )

sin cos 2
x x C

x x
 

  

（C）
1 sin

e d e (cot csc )
1 cos

x xx
x x x C

x


  


                     

（D）
1 sin

e d e tan
1 cos 2

x xx x
x C

x


 


 

解：选（C）
1 sin

e d e ( cot csc )
1 cos

x xx
x x x C

x


   


 

二、填空题 

1.  
x

xx
d

cossin

1
 =                      

解：原式 Cxx

x

xd







  )
4

cot()
4

csc(ln
2

1

)
4

sin(

)
4

(

2

1 





. 



2. cos cos2 cos3 dx x x x =                      

解：利用积化和差公式，原式=
1

cos2 (cos4 cos2 )d
2

x x x x  

21 1 1 1
cos 2 cos 4 d cos 2 d (cos 6 cos 2 )d (1 cos 4 )d

2 2 4 4

1 1 1
cos 6 d6 cos 2 d2 cos 4 d

24 8 4 16

1 1 1
sin 6 sin 2 sin 4

24 8 16 4

x x x x x x x x x x

x
x x x x x x

x
x x x C

     

   

    

   

    

3. 
2 2

2sin cos
d

3sin 4cos

x x
x

x x



 =                      

解：原式=
2 2 2 2 2 2

2sin cos dcos dsin
d d 2

3sin 4cos 3sin 4cos 3 cos 4 sin

x x x x
x x

x x x x x x
   

        

2

cos
d

2 1 1 13
( + )dsin

cos 4 2 sin 2 sin3 1 ( )
3

2 cos 1 2 sin
arctan ln

4 2 sin3 3

x

x
x x x

x x
C

x

  
 




   



 
 

三、计算 

1.

 
 

dx
xx )cos35(cos

1
；        2.  

x
xx

x
d

cossin

sin
；       3.   xx

x

sin)cos2(

d
； 

解：1.原式  



 dx

x
xxdx

xx cos35

1

5

3
tansecln

5

1
)

cos35

3

cos

1
(

5

1
， 

令
2

tan
x

u  ，则
112

)
2

tan
2

1
arctan(

2

1

2
arctan

2

1

4cos35

1
C

x
C

u

u

du
dx

x





  ， 

所以， C
x

xxdx
xx


 )

2
tan

2

1
arctan(

10

3
tansecln

5

1

)cos35(cos

1
 

2. 法一：设  
 dx

xx

x
T

cossin

sin
1 ，  

 dx
xx

x
T

cossin

cos
2 ，则 

121 CxdxTT   ， 

212 cossinln
cossin

)cos(sin

cossin

sincos
Cxx

xx

xxd
dx

xx

xx
TT 









  ，所以 

CxxxT  cossinln
2

1

2

1
1 . 

法二：  





dx

xx

xxxxx
dx

xx

x

cossin

sinsincoscossin

cossin

sin
 



 










 dx

xx

x
dx

xx

xx
dx

xx

xx

cossin

sin

cossin

sincos

cossin

cossin
， 

即
1cossinln

cossin

)cos(sin

cossin

sin
2 Cxxx

xx

xxd
dxdx

xx

x







  ， 

所以， Cxxxdx
xx

x


 cossinln
2

1

2

1

cossin

sin
. 

法三： 







dx

x

x

dx
xx

x

)
4

sin(

)
44

sin(

2

1

cossin

sin





 

 





 )
4

()]
4

cot(1[
2

1
)

4
(

)
4

sin(

)
4

cos()
4

sin(

2

1 





xdxxd

x

xx

 

CxxCxx  ])
4

sin(ln[
2

1
])

4
sin(ln

4
[

2

1
1


. 

法四：令 tx tan . 

法五：令 t
x


2
tan . 

3. 法一：令 xu cos ，则 原式  





)cos1)(cos2(

cos

sin)cos2(

sin
22 xx

xd

xx

xdx
 

 








 du

uu

u

uu

du
)

2

1

1

2
(

3

1

)2)(1( 22
 

 









 du

u

u
du

uuu 13

1
)

2

1

1

1

1

1
(

3

1
2

 

C
x

xx
Cu

u

uu












3

2
2

)cos1(

)cos2)(cos1(
ln

6

1
1ln

6

1

1

)2)(1(
ln

3

1
. 

法二：令
2

tan
x

u  ，则得，原式 C
xx


2
tan3

2
tanln

3

1 3
. 

练习 3.9 

（3.1.9 简单无理函数的积分） 

一、选择题 

1.设 ( , , )R u v w 是变量 , ,u v w的有理式，则计算不定积分 ( , , )
p q

R x ax b ax b  时应做的

变量代换为（   ）（其中 ,p q是互质的正整数， ,r s 分别是 ,p q的最小公倍数和最大公约数） 

（A）
p

t ax b  ； （B）
q

t ax b  ； （C） rt ax b  ； （D） st ax b   

解：选（C） 



2.用换元法计算不定积分
2

1
d

1
x

x x 
 时使用变量代换（    ）是不适宜的 

（A）
2 1t x  ； （B） tan     ( )

2 2
x t t

 
    ； （C）

1
x

t
 ； （D） 2t x  

解：选（D） 

3.计算不定积分 d
1

x
x

x x
 时，下列变量代换中最佳的是（  ） 

（A） t x ； （B）t x x ； （C）
1

x
t

x x



； （D） 1t x x   

解：选（B） t x x ，

2

3x t ，

1

3
2

d d
3

x t t


 ， 

原式=

2
1 1 1 3 13
3 2 2 2 2

2 2 4 4
d (1 ) d (1 ) (1 )

1 3 3 3 3

t
t t t t t C x C

t

 

        
   

二、填空题 

1.

 


 xx

x

11

d
=                      

解：解：令 xxu  1 ，则 xx
u

 1
1

，从而
2

2

)
2

1
(

u

u
x


 ， u

u

u
x d

1

2

1
d

3

4 
 . 

于是，原式 








 u
u

uu
u

u

u

u
d

)1)(1(

2

1
d

1

2

1

1

1
3

2

3

4

 

C
uu

uuu
uuu

  )
2

11
ln(

2

1
)d

111
1(

2

1
232

 

将 xxu  1 代入上式右端并化简，得 

原式 Cxxxxx
x

 )1ln(
2

1
)1(

2

1

2
. 

2.

 
3

1 1
d

1 1

x
x

x

 

 


 

=                      

解：利用换元法，令 6 1x u  则 6 51,d 6 dx u x u u   ，故 

原式=

5 3
6 4 3 2

2 2

(1 ) 1
6 du 6 ( 1 )du

1 1

u u u
u u u u u

u u

 
       

  
 

7 5 4 3 2 26 6 3
2 3 6 3ln(1 ) 6arctan

7 5 2
u u u u u u u u C            



3. 
2

2 4

1
d

( 1) 1

x
x

x x



 
 =                      

解：原式=

2

2 2

4

2 2

1

( 1)
d

1

( 1)

x

x
x

x

x










  

又

 

2

1 12 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
d d ( )

( 1) 2 ( 1) ( 1) 2 1 1 1

x x
x x C C

x x x x x x

 
         

      
 

 

所以
2

2 2 2

1 1 2
d d

( 1) 2 1

x x
x

x x


 

 
， 

2
2

2 2

2

2

4

2

2

1 1 2 21= d ln 1 ( )
1 12 22

1 ( )
1

1 2 1
ln

12

x

x xx C
x xx

x

x x
C

x

     
 




 
  



原式

 

三、计算 

1. 


x
x

x

x

d
1e

e
；             2. 

2
d

1

x
x

x x 
 ；       3.

 

d
1

x
x

x x
  

解：1. 解：令 1 xeu ，则 )1ln( 2ux  ，从而有 

 








duudu
u

u

u

uu
dx

e

xe

x

x

)1ln(2
1

2)1ln()1(

1

2

2

22

 

  



 du

u
uudu

u

u
uu )

1

1
1(4)1ln(2

1
4)1ln(2

2

2

2

2
2

 

CeeexCuuuu xxx  1arctan41412arctan44)1ln(2 2
 

2. 原式  



 dxxxxdx

xxxx

xxx
)1(

)1)(1(

)1( 2

22

2

 

Cx
x

xdx
x

dxxxdxx   2

3

2
3

22
3

22 )1(
3

1

3
)1(1

2

1

3
1 . 

3. 解：令 tx  ，则有 



原式 CxxCttd
t

dt
t

t






  1

3

4
1

3

4
)1(

1

1

3

2

1

2 33

33

2

. 

练习 3.10 

（3.1.10 关于积分问题的一些补充说明） 
一、选择题 

1.下列说法正确的是（  ） 

（A）区间 I 上有间断点的函数一定不存在原函数 

（B）函数是区间 I 内的连续的奇函数，则其所有的原函数都是偶函数 

（C）函数是区间 I 内的连续的偶函数，则其所有的原函数都是奇函数 

（D）初等函数的原函数未必是初等函数 

解：选（A） 

2.设函数 3( ) e xf x  ，则不定积分
(ln )

d
3

f x
x

x


 =（    ） 

（A） 21

2
x C    （B） 21

2
x     （C） 31

3
x C    （D） 31

3
x  

解：选（A） 

3.下列不定积分计算不正确的是（   ） 

（A） ( )d ( ) ( )xf x x xf x f x C        （B）
1

(2 )d (2 )
2

f x x f x C    

（C） 2 1
( )f x

x
  ， ( ) 2f x x C       （D） (e )e d (e )x x xf x f C      

解：选（D） (e )e d (e )x x xf x f C       

二、填空题 

1. sin(ln )dx x =                                . 

解：连续运用分部积分法，原式=
1

sin(ln ) cos(ln ) d sin(ln ) cos(ln )dx x x x x x x x x
x

     

sin(ln ) cos(ln ) sin(ln )dx x x x x x   ，所以原式=  sin(ln ) cos(ln )
2

x
x x C   

2.

arctan

3

2 2

e
d

(1 )

x

x

x
 =                                . 

解：令 arctant x ，原式=
2

3

e
sec d e cos d e dsin e sin e sin d

sec

t
t t t tt t t t t t t t

t
         

e sin e dcos e (sin cos ) e costdt t t tt t t t t      ， 

即原式=
arctan

2

e (sin cos ) 1
e

2 2 1

t
xt t x

C C
x

 
  


 

3. e sin dax bx x =                                . 



解：①若 0a b  ，则原式=C； 

②若 0, 0a b  ，则原式=
1

sin d cosbx x bx C
b

    

③若 0a  ，则原式=
1 1

sin de e sin e cos dax ax axb
bx bx bx x

a a a
    

2

2 2 2

1 1
e sin cos de e sin e cos e sin dax ax ax ax axb b b

bx bx bx bx bx x
a a a a a

      ， 

整理得，原式=

2

2 2 2 2 2

1 e ( sin cos )
e sin e cos

ax
ax axa b a bx b bx

bx bx C
a b a a a b

 
     

 

综上

2 2

                                            0

e sin d e ( sin cos )
         

ax ax

C a b

bx x a bx b bx
C

a b

 


  





其他

 

三、计算证明 

1.

 





x

xx

xx
d

1

arcsin)1(

22

2

；   2.
1

d    ( )
( )( )

x a b
x a b x


 

 ；    

3. 证明：若 ( )P x 为 n 次多项式，则 

( )

2 1

( ) ( ) ( )
( )e d e ( 1)

n
ax ax n

n

P x P x P x
P x x C

a a a 

 
      

 
   

解:1. 原式 








 dx
xx

x
xxddx

xx

x
dx

x

x

22222 1

arcsin
arcsinarcsin

1

arcsin

1

arcsin
 




 dx
xx

x
x

22

2

1

arcsin
)(arcsin

2

1
， 

令 tx arcsin ，则  


tdtttttddt
t

t
dx

xx

x
cotcot)cot(

sin1

arcsin
222

 

1

2

1 lnarcsin
1

sinlncot Cxx
x

x
Cttt 


 ， 

所以， Cxx
x

x
x 


 lnarcsin

1
)(arcsin

2

1 2
2原式 . 

2. 法一：原式=

( )

2( )

2 2 2 2

1 ( ) 1 2( ) 1
d d 2 d

( ) ( ) (1 ) 1

x a
t

b xx a t b a t
x t t t

x a b x b a t t t




  
   

        

2arctan 2arctan
x a

t C C
b x


   


 



法二：令
2

a b
t x


  ，原式=

2 2

1 1
d d

( )( ) ( )
2 2 2

t t
b a b a b a

t t t


  

  
   

2 2 ( )
arcsin arcsin

t x a b
C C

b a b a

 
   

 
 

法三：原式=
1 1 1

d d
( ) ( )

x x
x a b x x a b a x a

 
     

   

2

1 1 1 1
d 2 d 2 d

1
1 1

x a
t

b ax a
x t

x a b a x a x a b a t

b a b a





  

     
 

 

    

2arcsin 2arcsin
x a

t C C
b a


   


 

法四：令 2( )sinx a b a t   ，原式=
2 2

1
( )2sin cos d

( )sin ( ) cos
b a t t t

b a t b a t


  
  

2 d 2 2arcsin
x a

t t C C
b a


    

  

3.证明：连续多次利用分部积分法 

2

2 2

( )

2 1

1 1 1 1 1
( )e d ( )d(e ) ( )e ( )e d ( )e ( )d(e )

1 1 1
( )e ( )e ( )e d

( ) ( ) ( )
=e ( 1)

ax ax ax ax ax ax

ax ax ax

n
ax n

n

P x x P x P x P x x P x P x
a a a a a

P x P x P x x
a a a

P x P x P x
C

a a a 

     

   



 
     

 

   






因为 ( )P x 为 n 次多项式，所以 ( 1)( ) 0nP x  ，从而上述等式括号中导数到 ( )( )nP x 为止. 

 

练习 3.11 

（3.2.1-3.2.2  定积分的概念与性质） 

 

一、选择题： 

1．下列不等式中，成立的为（    ）. 

（A）  
2 

1 

2
2 

1 

3 dxxdxx        （B）  
1 

0 

2
1

0 

3 dxxdxx  

（C） 









2 

1 

3
2 

1 

2 dxxdxx      （D） 



1 

0 

3
1 

0 

2 dxxdxx  



解：因为在区间 )2,1( 内 23 xx  ，故有  
2 

1 

2
2 

1 

3 dxxdxx ，从而应选（A）. 

2． 
1 

0 
1 dxeI x

，  
1 

0 
2 )1( dxxI ，则下列结论成立的是（    ）. 

（A）
1I ＞

2I    （B）
1I ＜

2I    （C）
1I   

2I    （D）
1I  2I  

解：设 1)1()(  xexexf xx ， 1)(  xexf ，而 )1,0(x ，故 0)(  xf ， )(xf

为增函数. 而 0)0( f ，从而 0)( xf ，即 xe x 1 ，所以  
1 

0 

1 

0 
)1( dxxdxe x

. 故应

选（A） 

3.设 )(xf 为连续函数，则 
 

b

aab
dxxf

ab

 

 
)(

1
lim （    ）. 

（A） )(bf     （B） )(f     （C） )(af     （D）以上结论都不对 

解：由中值定理得 ))(()(
 

 
abfdxxf

b

a
  ， ),( ba ，所以 

)()(lim))((
1

lim)(
1

lim
 

 
affabf

ab
dxxf

ab aab

b

aab





   


.故应选（C）. 

二、填空题： 

1.设 )(xf 是连续函数，且 xdttf
x


1 

0 

3

)( ，则 )7(f                 . 

解：两边对 x 求导得 1)1(3 32 xfx ，令 713 x ，得 2x ，所以
12

1

3

1
)7(

2

2


xx
f . 

2. )
1

2

1

1

1
(lim

nnnnn 






  =                 . 

解：原式 2ln)1ln(
1

1

1

1
lim

1

0

1 

0 
1








 



x

x

dx

n

n

i

n

i
n

. 

3. 


)1
2

1
1

1(
1

lim
n

n

nnnn
                   . 

解：函数 xxf  1)( 在[0,1]上连续，故可积且 i

n

i

i
n

xfdxx  



1

1

0
)(lim1   

把[0,1]区间 n 等分，取
n

xi

1
 ，

n

i
i  则 



)122(
3

2
1

)1
2

1
1

1(
1

lim
1

1lim)(lim

1

0

11
















dxx

n

n

nnnnn

i
xf

n

n

i
n

i

n

i

i
n



 

三、计算解答 

1.证明： 2
2

2

2

2

2

2

 
 dxe

e

x

－

. 

解：设
2

)( xexf  ，则
2

2)( xxexf  ，令 0)(  xf ，解得 0x ，且推知 0x 为 )(xf

在 ]
2

2
,

2

2
[ 内的最大值点，而 )(xf 分别在 )0,

2

2
( 及 )

2

2
,0( 内单调， 

故 0
)

2

2
(

)(
2

exfe 


，即 1)(
1

 xf
e

，所以 2)(
2

2

2

2

2
 



dxxf
e

. 

2.用定积分的定义计算由 1 xy 及 0,2,1  yxx 所围成的图形的面积. 

解：将区间 n]2,1[ 等分，取
n

xi

1
 ，则

n

i
xi 1 .  

2

)1(1
lim2)

2
(lim

1
)2(lim)(lim

2
1

2
111

nn

nn

i

nnn

i
xxfS

n

n

i

n

i
n

n

i
n

n

i

ii
n














  

2

5

2

1
2  . 

3.已知 12ln2)1ln(
1 

0 
 dxx ，求极限 n

n
nnnn

n
)()2)(1(

1
lim 


 . 

解一： n

n

n

n n

n

nn
nnnn

n
)1()

2
1)(

1
1(lim)()2)(1(

1
lim 


  

e
eeeee

dxxn

i

nn

i

n

n

n

n

nn

n

n

i
n

n

i

n 4
limlim 12ln2

)1ln(
)1ln(

1
lim)1ln(

1
)1()

2
1)(

1
1(ln

1

011 








 

















. 

解二：记 n
n nnnn

n
a )()2)(1(

1
  ， 

取对数得 



n

i

n
nn

i

n

n

nnn
a

1

1
)1ln()]1ln()

2
1ln()

1
1[ln(

1
ln  ， 

所以， 12ln2)1ln(lnlim
1 

0 
 

dxxan
n

，故
e

an
n

4
lim 


. 

 

 

 



练习 3.12 

（3.2.3-3.2.4  中值定理与 Newton-Leibniz 公式） 
一、选择题： 

1.下列各式中正确的是（    ）. 

（A） ttfttf
x

a
d)(d)(d

 

 
           （B） )(d)(

d

d  

 
xfttf

x

b

a
  

（C） )(d)(
d

d  

 
xfxxf

x

b

x
         （D） )(d)(

d

d  

 
tfttf

x

x

a
  

解：因为 )()(
 

 
xfdxxf

dx

d b

x
 ，故应选（C）. 

2.若 0k ，且 0d)32(
 

0 

2 
k

xxx ，则 k （    ）. 

（A）
2

3
       （B） 1       （C）1      （D）

2

3
 

解：由于 )1()(d)32( 2

0

32
 

0 

2 kkxxxxx
kk

 ，令 0)1(2  kk ，得 0k 或 1k ，

故应选（C）. 

3.设函数  
x

tty
 

0 
d)1( ，则 y 有（    ）. 

（A）极小值
2

1
    （B）极小值

2

1
     （C）极大值

2

1
    （D）极大值

2

1
  

解：因为 1 xy ， 01y ，令 0y 得驻点 1x ，且在 1x 处函数 y 取得极小值 

2

1
1

2

1
)

2
()1()1(

1

0

2
1

0
  t

t
dtty .故应选（B）. 

二、填空题： 

1.设 ]1)([)(
 

1 
 xfxdxxf

x

，则 )(xf _________________. 

解：两 边对 x 求导得 )(1)()( xfxxfxf  ，所 以
x

xf
1

)(  ，两边 积分得

Cxxf  ln)( ，将 1x 代入等式 ]1)([)(
 

1 
 xfxdxxf

x

可得 1)1( f ，将 1x 代

入等式 Cxxf  ln)( 可得 1C ，所以 1ln)(  xxf .. 

2. 
2 

0 
2cos1 dxx                                 . 

解：  
 2 

0 

2 

0 
cos22cos1 dxxdxx  

24cos2cos2cos2
2 

2

3
 

2

3
 

2
 

2
 

0 
 











xdxxdxxdx . 



3. 




x
xt

x
dtet

x

 

0 

2 22

)1(
1

lim                           . 

解：
2

1

21

1
lim

)21(

)1(
lim

)1(
lim

2

2

2

2
 

0 

2

2

2

2

2


















x

x

ex

ex

xe

dtet

xx

x

xx

x
t

x
原式 . 

三、计算解答 

1.设 0
sin

)1ln(
 

1 

 

0 
 

yx

dt
t

t
dttt ，求

dx

dy
. 

解：两边对 x 求导得 0
sin

)1ln(  y
y

y
xx ，所以

y

xxy
y

sin

)1ln( 
 . 

2.设 0cos
1 

0 

 

0 
 

xey
t dttdte ，求

0xdx

dy
. 

解：两边对 x 求导得 01cos  xxy eeye ，所以 1cos   xyx eey .在原方程中令

0x ，有 0cos
)0( 

0 

1 

0 

)0( 

0 

0

 
 y

t
ey

t dtedttdte ，所以 0)0( y .故 1

0
0

0






 y
x

x dx

dy

dx

dy
. 

 

 

 

练习 3.13 

（3.2.5-3.2.6  定积分的换元积分法与分部积分法） 

一、选择题： 

1.下列积分不正确的是（    ） . 

（A） 2
1d

1

1

1 

1 2



 xx

x
         （B） 2dcos2dcos 2

 

0 

2
 

2
 

 




 xxxx  

（C） 0dsin2
 

2
 






 xx              （D）
2

d12d1
1 

  0 

2
1 

1 

2 
  xxxx  

解：因为（A）中的积分不能用牛顿-莱布尼茨公式，其他三项利用奇偶函数的积分性质及定

积分的几何意义可得，故应选（A）. 

2.设函数 )(xf 连续，则在下列变上限定积分定义的函数中，必为偶函数的是（    ）. 

（A）  
x

ttftft
 

0 
d)]()([          （B） 

x

ttftft
 

0 
d)]()([  

（C） 
x

ttf
 

0 

2 d)(                  （D） 
x

ttf
 

0 

2 d)(  

解：在（A）中令  
x

ttftftxF
 

0 
d)]()([)( ，则 



 
 xtux

uuftfuttftftxF
 

0 

 

0 
)(d)]()()[(d)]()([)(  

      )(d)]()([
 

0 
xFuuftfu

x

  ， 

故应选（A）. 

3.设 )0(
)1ln(

sin
lim

0

30









bb

dt
t

t

xax

xx
，则常数 ba, 应分别为（   ）. 

（A）1，
2

1
    （B）

2

1
，1    （C）0，0     （D）1，1 

解：当 00  时，分子分母都x ，则应用洛必达法则有 

)0(

1

3

sincos
lim

)]1[ln(

)]cos([
lim

)
0

0
(

)1ln(

)cos(
lim

)1ln(

cos
lim

)
)1ln(

(

)sin(
lim

)1ln(

sin
lim

3

20'3

'

0

3030

0

'
3

'

0

0

30






































bb

x

x

xxxa

x

xax

x

xax

x

x

xa

dt
t

t

xax

dt
t

t

xax

xx

xxxxxx
型

 

而此时 1010b0,10  aaax 所以而分母时，分子  

b
x

xxxxxxxxxxxxxxxx

x

xxxxxxxx

x

xxxxxxxx

x

xxxx

x

xxxx

x

x

xxxa

x

x

x

x

x

xx


































2

1

6

cos3
lim

6

)sincos3)(1()cossin2(3)cossin2(3)sincos1(6
lim

)6(

)]cossin2)(1()sincos1(3[
lim

)
0

0
(

6

)cossin2)(1()sincos1(3
lim

]3[

)]sincos1)(1[(
lim

)
0

0
(

3

)sincos1)(1(
lim

1

3

sincos
lim

0

322

0

'

'32

0

32

0

'2

'3

0

2

3

0

3

20

型

型

故应选（A）.  

二、填空题： 

1.若 



1 

0 

2

2
d)(1

1

1
)( xxfx

x
xf ，则 

1 

0 
d)( xxf                    . 

解：令 Cxxf 
1 

0 
d)( ，则

2

2
1

1

1
)( xC

x
xf 


 ，而 

CxxCxxxC
x

xxf
44

d1arctand)1
1

1
(d)(

1 

0 

21

0

1 

0 

2

2

1 

0 





  ， 



由 CC 
44


，得








4
C ，故






 4

d)(
1 

0 
xxf . 

2. 
1 

1 
de)( xxx

x
                       . 

解： )e1(2)ee(2de2de)( 1
1

0

1 

0 

1 

1 






 

xxxx
xxxxxx . 

3.设
















2

1
       ,1

2

1

2

1
    ,e

)(

2

x

xx

xf

x

，则 
2 

2

1
 

d)1( xxf                       . 

解：先换元然后分段积分，令 tx 1 ，则 1 tx ， tx dd  ，当 2
2

1
 x 时，有

1
2

1
 t ，于是

2

1

2

1
0d)1(ded)(d)1(

1 

2

1
 

2

1
 

2

1
 

1 

2

1
 

2 

2

1
 

2

 


tttttfxxf t
. 

三、计算解答： 

1（1）. 


1 

2

1
 

d
)1(

arcsin
x

xx

x
； 

解：  





1 

2

1
 

1 

2

1
 2

1 

2

1
 

arcsinarcsin2
)(1

arcsin
2

)1(

arcsin
xdxxd

x

x
dx

xx

x
 

16

3
)(arcsin

2
1

2

1

2 
 x . 

1（2）. 
2 

3 

2 d ),2min( xx ； 

解：
3

28
10 2  2 ),2min(

2 

2 

2 

2 

2
2 

3 

2 

3 

2   




dxdxxdxdxx . 

2（1）.  
b

a
xbax

 

 
d 2 )( ba  ； 

解：  




b

ba

ba

a

b

a
dxbaxdxxbadxbax

 

2
 

2
 

 

 

 
 )2( )2( 2  

2

)(
])([])[(

2

2

222 ab
xbaxxxba

b

ba

ba

a


 



. 

2（2）.  
1 

0 

2 d )1ln( xxx ； 

解：
1

0

2
1 

0 2

1

0

2
1 

0 

2 1)21ln(d 
1

)1ln(d )1ln( xx
x

x
xxxxxx 


   



12)21ln(  . 

3（1）. 
 

0 

46 d cossin xxxx ； 

解：   2
 

0 

2262
 

0 

46
 

0 

46 d) sin1(sind cossind cossin




 xxxxxxxxxx  

  2
 

0 

1086 d)sinsin2(sin


 xxxx  

512

3
)

22

1

4

3

6

5

8

7

10

9

22

1

4

3

6

5

8

7
2

22

1

4

3

6

5
(

2
  . 

3（2）. 



2

 

2
 

4

d 
1

sin


 x
e

x
x

. 

解：   


 







0 

2
 

4

2
 

0 

4

2
 

2
 

4

d 
1

sin
d 

1

sin
d 

1

sin




 x
e

x
x

e

x
x

e

x
xxx

，对右边的第二个积分，令 tx  ，则 

 





 
2

 

0 

4
0 

2
 

4
0 

2
 

4

d 
1

sin
d 

1

sin
d 

1

sin


 x
e

x
t

e

t
x

e

x
xtx

，于是 

原式
16

3

22

1

4

3
d sind sin)

1

1

1

1
( 2

 

0 

42
 

0 

4 








  
xxxx

ee xx
. 

 

 

 

练习 3.14 

（3.2.7  广义积分) 

一、选择题： 

1.下列反常积分中收敛的是（    ） . 

（A） 




 

 
dsin xx      （B） x

x
d

11 

1       （C） 


0 

1 21

d

x

x
     （D）

 

0 
de xx

 

解：由反常积分的定义可得（C）成立. 

2. 反常积分 


0 

 
de xkx

收敛时， k 应满足（    ）. 

（A） 0k      （B） 0k      （C） 0k      （D） 0k  

解：当 0k 时， )
e

11
(lim)e

1
(limdelimde

0
0 

 

0 

 kaa
a

kx

aa

kx

a

kx

kkk
xx 













 ， 

当 0k 时，  


0 

 
de xkx

，当 0k 时，
k

xkx 1
de

0 

 
 


， 



当 0k 时， 




 )(limlimdlimde
00 

 

0 

 
axxx

aaaaa

kx
，故应选（C）. 

3．下列广义积分收敛的是（    ）. 

（A） 


e
dx

x

xln
    （B） 



e
dx

xx ln

1
   （C） dx

xxe


2)(ln

1
   （D） .

ln



e xx

dx
 

C).( 

.ln2ln
ln

1

ln

1
           

;1
ln

1
ln

)(ln

1

)(ln

1
            

;lnlnln
ln

1

ln

1
            

;ln
2

1
lnln

ln
       

22

2

故选

解：





































e
xxd

x
dx

xx

ex
xd

x
dx

xx

e
xxd

x
dx

xx

e
xxdxdx

x

x

ee

ee

ee

ee

 

二、填空题： 

1. 




 

1 2
 

ee

d
xx

x
=                 . 

解：

b
x

b

b

x

x

bxx e

e

e

x

1

 

1 22

 

1 2
arctan

1
lim 

ee

de
lim 

ee

d











   

eee

e

e

b

b 4
)

42
(

1
)

4
(arctan

1
lim





. 

2. 




 

0 3
d

)1(
x

x

x
 =                 . 

解：原式
2

1
]

)1(2

1

1

1
[]

)1(

1

)1(

1
[

1

11
0230 20 3

















 



 xx
dx

xx
dx

x

x

）（
 

3. 


1 

0 1)2(

d

xx

x
=                 .. 

解：令 xu  1 ，则
21 ux  ， 

原式
2

arctan2
1

d
2

)1(

d2 1

0

1 

0 2

0 

1 2










  u

u

u

uu

uu
.

 

三、计算解答 

1（1）. 




 

3 24 2)1(

d

xxx

x
 



解： , tansec        ,sec1    ddxx  则令  

.
8

33

3

2
cos)sin1(

tansec

tansec

1)1()1(

2

3

22

3

43 24



 








 



dd

xx

dx
原式

1（2）. 




 

0 2
d

1

ln
x

x

x
； 

解： ,
1

ln

1

ln
  

1 2

1

0 2 






 dx

x

x
dx

x

x
原式  

因为 ,
1

ln

1

ln
)

1
(

1
1

1
ln

1

ln
 

1

0 2

0

1 2

0

1 2

2

1

1 2  













dx
x

x
dt

t

t
dt

t

t

tdx
x

x t
x

 

所以， .0
1

ln

1

ln1

0

1

0 22  





 dx
x

x
dx

x

x
原式  

2.已知 









  

 

22  de4)(lim
a

xx

x
xx

aa

ax
，求常数 a . 

解： ax

x
e

ax

a 2)
2

1(lim 





左边 ， 

,22222                 

)(2242)(2 

22222222

22222222

aaa

a

xxa

a

xa

a

xxx

a

eaeeadxe
a

xeea

exdeadxxe
a

exedx


























右边

 

.1   ,0            22      22222   aaeaeeae aaaa 或有  

3.证明: 
22

d
11

d  

0 4

2
 

0 4







 


x
x

x

x

x
. 

证： dt
t

dx
t

x
2

1
      ,

1
   则令  

有 ,
111

1

1

1

1
 

0 4

2
0

4

2
0

4

2

0 4
dx

x

x
dt

t

t

t

dt
tdx

x 





















 

dx
x

I 





0 41

1
 令 ， 

dx

x
x

xdx
x

x
dx

x

x
dx

x
I 



















0

2

2

2

0 4

2

0 4

2

0 4 1

1
1

1

1

11

1
2  



2
))

2
(

2
(

2

1

02

1

arctan
2

1

2)
1

(

)
1

(

0
2













 
 x

x

x
x

x
xd

， 

从而可得， .
22

 


I  

 
 

 

练习 3.15 

(3.3.1-3.3.2  定积分的几何应用) 
一、选择题： 

1.由曲线 2yax 与曲线 2xay 所围成的面积是（   ）. 

（A）
3

2a
        （B）

2

3

a
     （C）

3

3a
        （D）

3

3

a
 

解：由







2

2

xay

yax
可以得到交点的坐标为 )0,0(),( OaaA 以及 .故所围成的面积为 

33

1

3

2
]

3

1
)(

3

2
[)(

2
33

0

32

3

0

2 a
a

a
a

a
x

a
ax

a
dx

a

x
axs a

a

   

故应选（A） 

2.曲线 xy cosln 夹在
2

0


 ax 之间的弧长为（   ）. 

（B） )
24

sin(ln
a




          （B） )
24

(cosln
a




      

（C） )
24

(tanln
a




          （D） )
24

(cotln
a




 

解：首先有 x
x

x
y tan

cos

sin' 


 ，所求的弧长为 

)
24

tan(ln
cos

)(1tan1
00

2'

0

2 a

x

dx
dxxydxxs

aaa

 


 

故应选(C). 

3.曲线 )0(  sin 2

3

 xxy 与 x 轴围成的图形绕 x 轴旋转所成的旋转体的体积为

（    ）. 

（A）
3

4
     （B） 

3

4
     （C） 2

3

2
      （D） 

3

2
 

解：所求旋转体的体积为 



.
3

4
]

3

cos
[coscos)cos1(sin 0

3

0

2

0

3

0

2  


 
x

xxdxxdxdxyV  

故应选(B). 

 

二、填空题： 

1.曲线 xy ln 与两直线 0)1(  yxey 及 所围成的平面图形的面积为       . 

解：由 xy ln 及 xey  )1( 求出交点 )1,(eA ，所以 

2

3
])1[(ln

1 

 

 

1 
 

e

e

e

dxxexdxS . 

2.星形线 tax 3cos , tay 3sin 的全长为               . 

解：利用对称性， atdttadtyxSS tt 6sincos3444 2
 

0 

2
 

0 

22

1  


. 

3.心形线 )cos1(  ar 的全长为_____________. 

解： adadadrrSS 8
2

cos4cos122)()(22
 

0 

 

0 

 

0 

22

1  





 . 

三、计算解答 

1.求双纽线 2cos22 ar  所围成且在
2

a
r  内的图形面积. 

解：由 2cos22 ar  及
2

a
r  求得

6


  . 

)
2

3
1

6
(

42

2cos

4

2

4
 

6
 

2

6
 

0 

2

1  











a

d
a

d
a

A ， 

而 )
2

3
1

6
(4 2

1 


aAA . 

2.求曲线 xxy 22  ， 0y ， 1x ， 3x 所围成的平面图形的面积S ，并求该平面图形

绕轴旋转一周所得旋转体的体积V . 

解：设位于 x 轴下方的面积为 1S ，位于 x 轴上方的面积为 2S ，则 

3

2
|)

3

1
()2( 2

1

32
2

1

2

1   xxdxxxS ， 

3

4
|)

3

1
()2( 3

2

23
3

2

2

2   xxdxxxS ， 

故所求图形的面积 2
3

4

3

2
21  SSS . 



平面图形
1S 绕 y 轴旋转一周所得旋转体体积为 


6

11
)2(2|2|2

2

1

2
2

1

2

1   dxxxxdxxxxV ， 

平面图形
2S 绕 y 轴旋转一周所得旋转体体积为 

6

43
)2(2

3

2

2

2   dxxxxV ， 

故所求旋转体体积为  9
6

43

6

11
21  VVV . 

3.在闭区间 ]1,0[ 上给定函数 2xy  ，

点 t在什么位置时，面积 1S 和
2S 之和

分别具有最大值和最小值？ 

解： 3
 

0 

22

1
3

2
)( tdxxtS

t

  ， 

32
1 

 

22

2
3

2

3

1
)( ttdxtxS

t
  ， 

令 0)( 21  tSS ，即 024 2  tt ，

解得
2

1
,0 21  tt . 又

3

1
)0()0( 21  SS ，

4

1
)

2

1
()

2

1
( 21  SS ，

3

2
)1()1( 21  SS ， 

故当 1t 时，
3

2
)max( 21  SS ；当

2

1
t 时，

4

1
)min( 21  SS . 

 

 

 

练习 3.16 

(3.3.3-3.3.4  定积分的物理应用) 

一、选择题： 

1.圆弧 )|(|sin,cos   ayax 的重心坐标为（   ）. 

（A） )0,
sin

(


a
     （B） )0,

cos
(



a
      

（C） )
sin

,0(


a
     （D） )

cos
,0(



a
 

解：设重心的坐标是 ),(  ，依题意得 0 ，圆弧长 as 2 ， 

因为  sin2cos 22

0
adaxdsM

a

a

s

y   
,所以










sin

2

sin2 2 a

a

a
  

故应选（A）. 

2.长度 ml 10 且密度按 mxkg/3.06 而变化的一根轴， x 为距轴两端点中的一端的距

1 t 0 x 

S2 

S1 

y 



离，则轴的质量为（   ）. 

（A）70     （B）75     （C）80     （D）85 

解：将轴 n 等分，每份的长
n

x
10

 ，把每小段近似的看成是均匀的，并以右端点的密度作

为小段的密度，轴的质量可看作 n 时
n

i
n

n

i

10
)

10
3.06(

1




的极限，即 

75]
)1(15

60[lim
10

)
10

3.06(lim
1











n

n

n
i

n
M

n

n

i
n

 

故应选（B）. 

3.若 1（kg）旳力能使弹簧伸长 1（cm），则要使弹簧伸长 10（cm），需要的功（ mkg ）为（   ） 

（A）0.05     （B）0.1   （C）0.5     （D）1 

解：由胡克定律知， kxF  ，其中 F 为弹性恢复力， x 为伸长量。 

由条件知： 1k ，因而 xF  。现将 10（cm）n 等分，每份上的恢复力的大小近似的看作是

不变的，并取右端点来做和，所求的功可看作 n 时
n

i
n

n

i

1010

1




的极限，即 

)(5.0)(50
)1(50

lim
1010

lim
1

mkgcmkg
n

n

n
i

n
M

n

n

i
n









  

故应选（C） 

二、填空题： 

1.函数 xxey  2 在 ]2,0[ 上的平均值为                . 

解： 2
2 

0 
312

02

1  


  edxxeI x . 

2.边长为 a 米的正方形薄片直立地沉浸在水中，它的一个顶点位于水平面，一对角与水面平

行，则薄片一侧所受的压力为                . 

解：建立坐标系使得OB 的直线方程为 xy  ， AB 的直线方程为 xay  2 ，压力为 

3
2 

2

2
 

2

2
 

0 2

2
])2([2 adxxaxxdxxF

a

a

a

   （牛顿）. 

3.一盛液体的容器，由曲边梯形 )(0, yxbya  绕 y 轴旋转而成，现容器内盛满比重

为 r 的液体，为计算把液体全部抽出所要做的功，应取             为积分变量，积分元素

dw                         ，功 w                         . 

解：取 y 为积分变量，则 dyybydw ))((2   ，从而  
b

a
dyybyw ))((2 . 

三、计算解答 

1.设一锥形贮水池，深 15 米，口径 20 米，盛满水，今以唧筒将水吸尽，问要作多少功？ 



解：建立坐标系后， AB 的直线方程为 10
3

2
 xy ， 

功元素 dxxxdxyxdw 22 )
3

2
10(   ， 

于是 )(5.57697)(1875)
3

2
10(

15 

0 

2 千焦吨米   dxxxw   

2.一底为 8 厘米，高为6 厘米的等腰三角形片，铅直地沉没在水中，顶在上底在下且与水 

面平行，而顶离水面 3 厘米，试求它每面所受的压力. 

解：建立坐标系后，取 x 为积分变量，变化区间为 ]9,3[ . AB 的直线方程为 2
3

2
 xy ， 

压力元素 dxxxxydxdp )2
3

2
(22  ， 

所以 )(6464.1)(168)2
3

2
(2

9 

3 
牛顿克   dxxxp . 

3.用铁锤将一铁钉击入木板，设木板对铁钉的阻力与铁钉击入木板的深度成正比，在击第一

次时，将铁钉击入木板 1 厘米，如果铁锤每次打击铁钉所做的功相等，问第二次击锤后，铁

钉又击入多少？ 

解：设锤击第二次时，铁钉又击入 h 厘米，由于木板对铁钉的阻力 f 与铁钉击入木板的深度

)(cmx 成正比，即 kxf  . 功元素 kxdxfdxdw  . 

击第一次时所作的功 kkxdxw
2

11 

0 
1   . 

击第二次时所作的功 )2(
2

1 2
1 

1 
2 hhkkxdxw

h

 


. 

因为 21 ww  ，所以 )2(
2

1

2

1 2 hhkk  ，由 0122  hh ，解得 21h . 

 


