   7.2.3 Green公式
一、相关问题
    1.Green公式有哪些表示方法？

    解 （1）设
[image: image160.wmf]a

是平面有界闭域,
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是有限条封闭的彼此不相交的可求长曲线是并集,
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其中
[image: image5.wmf]+
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D

表示边界是正向,若
[image: image6.wmf]L

是
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的一条封闭曲线,则
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定向如下：当人沿
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进行时,使区域
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在它的左边,或在
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上一点作一右手系标架
[image: image12.wmf][
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使
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指向
[image: image14.wmf]L

的外法线方向,则
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e

的指向即为
[image: image16.wmf]L

的方向。

       （2）设
[image: image17.wmf]D

是平面有界闭域,
[image: image18.wmf]D
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是有限条封闭的彼此不相交的逐段光滑曲线
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[image: image21.wmf]n

为边界曲线的外法线方向。

    2. 曲线积分计算与定积分计算是否相关？在什么条件下相关？
    解 由于曲线积分在积分学中占有很重要的位置，而且通过曲线积分可以计算平面力场中力对运动物体所作的功，从而将一个物理问题转化为一个数学问题。一般的曲线积分可以采取“参数法”化为定积分进行计算,而对于与路径无关的曲线积分，则可以通过改变其积分路径，从而简化曲线积分的计算。
2、 相关知识
1. 什么是单连通区域、复连通区域？
解 见教材。
    2.描述平面上曲线积分与路径无关的条件。
解 若函数
[image: image22.wmf]P

、
[image: image23.wmf]Q

、
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、
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在单连通区域
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上连续，且
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，则沿
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内的任一光滑闭曲线的积分为零，即

[image: image29.wmf]0

L

PdxQdy

+=

ò

Ñ


当考虑积分
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时，若
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为平面区域
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内一条简单闭曲线，而区域
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为含有“点洞”
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的复连通区域，函数
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除点
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外，处处有连续偏导数存在，且满足
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。当闭路
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不包围点
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时，此曲线积分的值为零。当闭路
[image: image41.wmf]L

包围点
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时，一般说来，此线积分不再为零，积分值为一常数，具体求法如下：只要选择一个适当小的包围点
[image: image43.wmf]M

的正向闭曲线
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来将点
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挖掉，则曲线积分在以
[image: image46.wmf]L

和
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围成的复连通区域
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内仍可用Green公式计算，并有结论：
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其中,
[image: image50.wmf]C

为闭路正向。
    3.在复连通区域中，Green公式的边界方向是什么？ 

    解 对复连通区域D( Green公式右端应包括沿区域D的全部边界的曲线积分( 且边界的方向对区域D来说都是正向，Green公式应用在有向的闭区域上，不满足闭区域的加辅助线。

    4.Green公式的实质是什么？

    解 Green公式表达了平面闭区域上的二重积分与其边界曲线上的曲线积分的关系。 

    5.如何通过添加适当的辅助线来利用Green公式？

    解 添加的辅助线必须是有向的，一般是平行于坐标轴的直线或折线。

三、练习题
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  1. 计算积分
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    解 
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不是封闭曲线，不能利用Green公式。作一条有向的辅助线
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所以 
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    2．求积分
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是正向闭曲线：
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    分析 本题中虽有
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，但在
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围成的区域内
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不满足一阶偏导数连续，故不能直接用Green公式；也不可化成定积分计算，因为需要分成4段，计算过于繁杂；需要利用一条辅助线将原点挖去后再用Green公式。

    解 作辅助线
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顺时针方向，在以
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一阶偏导数连续，满足Green公式的条件，则
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   3.计算
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是一条无重点、分段光滑的不经过坐标原点的任一正向闭曲线。

 解 
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   ⑴ 如果坐标原点不在
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内，则在区域
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   ⑵ 如果坐标原点在
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内，则
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内的
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点不成立，不能用Green公式。

作一个半径为
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的完全属于
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注 最后的计算结果与辅助线
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无关。

    4. 设
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是任意一条分段光滑的闭曲线，求证
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四、思考题

1.总结应用Green公式的条件，如何计算：
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为任意一条无重点，分段光滑且包围原点的闭曲线。
解 很明显，坐标原点
[image: image127.wmf]O

为函数
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用参数方程计算：
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2.验证：
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    所以在右半平面内， 
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